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PREMIÈRE PARTIE. 


INTRODUCTION 

A LA PHILOSOPHIE 

DES MATHÉMATIQUES. 




AVIS. 


L’objet principal de cet Ouvrage, est l’établissement dé une branche 
nouvelle des Mathématiques. — Son objet accessoire est la fondation 
des Mathématiques en général. 

La Technie de l’Algorilhmie , formant la partie essentielle de 
cette branche nouvelle , a été présentée d l’Institut de France. La 
Commission nommée par ce Corps , a déclaré expressément que toutes 
les méthodes connues , fondées sur les dévcloppemens des fonctions/ 
dérivent de la le# première de cette Technie , et qu’elles n’en sont 
que des cas très-particuliers; et elle a reconnu , par là, la généralité 
absolue , du moins la généralité absolue présomptive , de cette loi 
algorithmique suprême. Mais , l’auteur n'ayant donné alors que 
les résultats , celfe Commission ne pouvait approfondir la nature 
même de la Technie des Mathématiques y et elle a demandé les dé- 
veloppemens nécessaires. 

Ces dévcloppemens appartiennent à la Philosophie des Mathéma- 
tiques i l’auteur les présente dans la première partie de cet Ouvrage , 
ayant pour objet une Introduction a cette Philosophie , et 
formant un extrait d’une Philoqpphie complète des sciences mathé- 
matiques. Il donnera, dans la seconde partie, la Technie de 
I’Alc.oritbxie, telle qu’il a eu l’honneur de la présenter d l’Institut 
de France. 
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INTRODUCTION 


A LA PHILOSOPHIE 
DES MATHÉMATX 

Le monde physique présente, dans la causalité non 
dans la nature , deux objets distincts : l’un , qui est 
manière d'ètre ; l'autre , qui est le contenu , l'essence même de 
l’action physique. • 

La déduction de cette dualité de la nature, appartient à la Philo- 
sophie : nous nous contenterons ici d'en indiquer l'origine trans- 
cendantale. — Elle consiste dans la dualité des lois de notre savoir, 
et nommément dans la diversité qui se trouve entre les lois trans* 
cendantales de la sensibilité ( de la réceptivité de notre savoir), et 
les lois transcendantales de Hpnteudement ( de la spontanéité ou de 
l’activité de notre savoir). C'est, en effet, dans la diversité qui ré- 
sulte de l’application de ces lois aux phénomènes dounés à pos- 
teriori , que consiste la dualité de l’aspect sous lequel se présente 
la nature; dualité que nous rangeons, conduits de nouveau par des 
lois transcendantales , sous les conceptions de forme et de contenu * 
du monde physique. 

Or la forme , la manière d’être de la nature ou du monde phy- 
sique, est l’objet général, des Mathématiques ; et son contenu, son 
essence mime , est l’objet général de la Physique. — ' Mais, laissons 
cette dernière , pour ne nous occuper ici que des Mathématiques. 

La forme du monde physique, qui résulte de l’application des 
lois transcendantales de la sensibilité aux phénomènes donnés à 
posteriori , est le tempe, pour tous les objets physiques en généra] , 
et l'espace , pour les objets physiques extérieurs. — Ce sont donc 
les lois du temps et de l'espace, en considérant ces derniers comme 

* « 
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appartenant au monde physique donné à posteriori, qui font le véri- 
table objet des Mathématiques (*). 

Telle est d'abord la détermination de l'objet en question , donnée 
par la Philosophie en général, et nommément par l'Àrchiteclonique 
du savoir humain. — La détermination ultérieure de cet objet, 
appartient à la Philosophie hes Mathématiques. 

Cette dernière Philosophie a pour but l'application <lcs lois pures 
du savoir, transcendantales et logiques, à l'objet général des scie'nces 
dont il s'agit , à l’objet général tel que nous venons de le déter- 
miner ; et elle doit ainsi, suivant cette idée, déduire, par une voie 
subjective, les lois premières des Mathématiques, ou leurs principes 
philosophiques. — Les Mathématiques elles-mêmes partent de ces 
principes, et en déduisent, par une voie purement objective, sans 
remonter jusqu’aux lois intellectuelles, les propositions dont l'en- 
semble fait l'objet de ces sciences. 

Pour mieux approfondir la nature de la Philosophie des Mathé- 
matiques , il faut savoir qu'il existe , pour les fonctions intellectuelles 
de l'homme, des lois déterminées. Ces lois, transcendantales et 
logiques , caractérisent l’intelligence humaine, ou plutôt constituent 

nature même du savoir de l'homme. Or, en appliquant ces lois, 
prises dans leur pureté subjective, à l'objet général des Mathé- 
matiques, à la forme du monde physique , il en résulte, dans le 
domaine de notre savoir, un système de lois particulières, qui ré- 
gissent les fonctions intellectuelles spéciales portant sur l'objet de 
celle application, sur le temps et l'espace. — Ce sont ces lois par- 
ticulières qui constituent les principes philosophiques des Mathé- 
matiques, principes que nous avons nommés. — 11 faut encore re- 
marquer que, suivant cette exposition de la Philosophie des Mathé- 
matiques, celte Philosophie donne, eu même temps, l'explication 


(*) Non» devons observe» ici , pour te» Philosophes , que nous disons expresse— 
* ment que les Mathématiques ont pour objet les lois du temps et de l'espace, en 
coi sidérant ces derniers objectivement , c'est-à-dire , comme appartenant au monde 
physique, donné à posteriori , et non subjectivement , comme lois transcendantales 
de notre savoir, données i priori. — Les intuitions da temps et de l'espace , con- 
sidérées sons ce dernier point de vue , font l'objet de la Philosophie elle-même , et 
spécialement de l’Æsthé tique transcendantale. 
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des phénomènes intellectuels que présentent les sciences mathéma- 
tiques : en effet , l’ensemble de ces sciences forme un ccrtaiu ordre 
de fonctions intellectuelles, et ces fonctions sont de véritables phé- 
nomènes ; de manière que les lois de ces fonctions , qui sout , en 
même temps, les lois de ces phénomènes, contiennent la condi- 
tion de la possibilité de ces derniers, et donnent, par là, leur expli- 
cation philosophique. 

Or, c’est cette Philosophie des Mathématiques qui est l'objet de 
l’Introduction formant la première partie de cet Ouvrage. — Nous 
y sacrifierons provisoirement la rigueur scientifique, à la popularité 
que nous croyons nécessaire de donner à cette matière , en la pré- 
sentant au publie pour la première fois. 

Deux points de vue se présentent dès l’abord de cette Philo- 
sophie : l’un subjectif, portant sur le savofr; l’autre objectif, portant 
sur la science même des Mathématiques. Sous le premier de cea 
deux points de vue, il s’agit des lois que suit le savoir de l'homme, 
appliqué à l’objet général des Mathématiques ; sous le second , il 
s'agit des lois que suit cet objet général dans l’application du savoir 
de l’homme : les premières de ces lois, les lois subjectives , sont, 
pour ainsi dire , les lois que reçoit notre cognition par l'objet des 
Mathématiques; et les secondes, les lois objectives , sont les lois 
que reçoit l’objet des Mathématiques par la cognition de l'homme. 

Les lois subjectives que nous venons de déduire , embrassent le 
contenu et la forme de notre savoir mathématique. — Le contenu 
cognitif présente les différentes parties essentielles de nos connais- 
sances mathématiques, les différeus objets particuliers, distincts et 
nécessaires, dans les sciences dont il est question : il constitue 
l'ÂRCHiTECTOïfnJuK des Mathématiques. La forme cognitive prér 
sente les différentes manières d’envisager ces objets particuliers; 
les différons mo3es intellectuels de leur connaissance : elle cons- 
titue la Méthodologie des Mathématiques. — Quant aux lois 
objectives que nous venons de déduire , et qui sont proprement 
les lois de l’objet même des sciences dont il s'agit, elles constituent 
la Métaphysique des Mathématiques. 

Pour ce qui concerne , en premier lieu , l'Archi tectonique des 
Mathématiques , elle a évidemment pour but de déduire , des lois 
mêmes du savoir , les différons objets distincts et nécessaires de* 
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sciences en question. — Elle forme une partie essentielle de cette 
Introduction à la Philosophie des Mathématiques, dont l'ohjel prin- 
cipal est rétablissement de la Technie de ccs sciences. Pour cette 
raison, nous joignons, à cette Introduction , un Tableau abchi- 
tectoxique des Mathematiques , du moins pour les Mathéma- 
tiques pures, tel qu’il résulte de l’Archilectoniquc dont il s’agit; et 
nous indiquerons expressément, dans le cours de cet Ouvrage, les 
déductions appartenant spécialement à celte première partie de la 
Philosophie des Mathématiques. 

Pour ce qui concerne, en second lieu , la Méthodologie des Mathé- 
matiques, clic a pour objet la détermination des différentes méthodes 
qu’on doit suivre et qu’on suit nécessairement dans les différentes 
branches de ccs sciences. — Or, cette partie de la Philosophie des 
Mathématiques étant fondée sur des principes purement logiques , 
nous l'omettons dans celte Introduction, où il ne doit être question 
que des résultats concernant l’objet meme des Mathématiques. — 
La seule chose que uous croyons devoir faire remarquer, c’est que 
les méthodes qu'on suit dans les différentes branches des sciences 
en question, paraissent être entièrement méconnues des géomètres: 
ou nomme , par excellence , Analyse toutes les branches qui dé- 
pendent de calculs généraux, et dont plusieurs mériteraient, par 
excellence, le nom de Sjulhèsc. » 

Pour ce qui concerne , en troisième et dernier lieu , la Méta- 
physique des Mathématiques , c’est là proprement la partie prin- 
cipale de la Philosophie de ces sciences , et c’est aussi la partie 
principale de celte Introduction. — Nous avons déjà vu que cette 
Métaphysique a pour but les lois que suit l’objet même des Mathé- 
matiques , lois qui sont les principes premiers cfli philosophiques 
de ces sciences. C’est donc à cette Métaphysique, aidée de l’Archi- 
lectonique, qu'appartiennent proprement la détermination ultérieure 
de l’objet des Mathématiques, et la déduction des lois fondamen- 
tales que nous nous proposons de découvrir pour expliquer ces 
sciences. — Venons au fait. 

Les lois du temps et de l’espace, qui, suivant la détermination 
philosophique générale, forment l’objet des Mathématiques, peuvent 
être considérées in concreto , ou in abstracto. Dans le premier cas , 
elles font l’objet des Mathématiques appliquées ; dans le second, 
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ccloi des MatuÉm at.ques euoes. — considération concrète 

des lois en question, qui dépend visiblement de la considération 
abstraite de ccs lois, ou qui n'en est qu un corollaire , ne saurait 
nous intéresser dans l'Ouvrage présent, où il s agit principalement 
de fonder la Technie des Mathématiques ; aussi , ne nous en occu- 
perons-nous plus (la ni cette Introduction. 

Quant aux Mathématiques pures, plaçons-nous, d'abord, dans un 
point de vue général , et commençons par la considération objec- 
tive, par la détermination ultérieure de l’objet de ccs sciences. 

Or, en appliquant au temps considéré objectivement, comme 
appartenant aux phénomènes physiques donnés à posteriori , les lois 
transcendantales du savoir, et nommément la première des lois de 
l’entendement, la quantité, prise dans toute sa généralité, il en 
résulte la conception de la succession des instans , et dans la plus 
grande abstraction, la conception ou plutôt le schéma du nombre. 
De plus «n appliquant la même loi transcendantale à l'intuition de 
l’espace , ce dernier étant de même considéré objectivement, comme 
appartenant aux phénomènes physiques donnés a posteriori , il en 
résulte la conception de la conjonction des points , et dans la plus 
grande abstraction , la conception ou plutôt le schéma de 1 étendue. 

Ces deux détcrminàtions particulières de l'objet général des Ma- 
thématiques donnent naissance à deux branches des Mathématiques 
pures. — La première a pour objet les nombres : nous 1 appellerons 
Algoritiimie. La seconde a pour objet l 'étendue: c’est la Géométrie. 

Les nombres , comme tous les objets intellectuels, peuvent être 
considérés en général ex en particulier, c'est-à-dire , qu’on peut con- 
sidérer séparément les lois des nombres, et les /kits des nombres (*)• 

Cette considération est purement logique , et n'appartient , par 

conséquent, qu'à la méthode de la science. Quoi qu il en soit, les 
lois des nombres forment l’objet d’une branche de 1 Algoritiimie , 
qui est FAiAita*; et les faits des nombres forment l'objet dune 
autre branche, qui est I’Àrithmétiçde. — Il en est de même de 
l’étendue : les lois de l’étendue forment 1 objet de la Géométrie 
. 

(*) Par exemple, 3 + 4 = 7, e»t un fait de nombres; et la proposition : 1» 
moitié de 1a tomme , plus la moitié de la différence de deux nombres, égalent le 
plus grand de ces nombres , est une loi de nombre». 
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générale; et le» faits de l'ëtendne, l’objet de la Géométrie i>arot- 
culière. 

Passons à la considération subjective. — Une quantité mathéma- 
tique peut être envisagée *ous deux points de vue essentiellement 
différera : sous l'im , on découvre la nature de cette quantité ; sous 
l’autre, on découvre sa mesure. Par exemple, pour les quantité» 
algorithmiques nommées logarithmes , l’expression 

» 

log. (x.j .s. etc.) = log. x -f- log.> + log. z -f- etc. 

appartient au point de vue de la nature de ces quantités ; et l’ex- 
pression 

log. x—(x — r) — ï(jc— î) 1 — etc. 

appartient au point de vue de la mesure de ces quantités. 

Ces deux points de vue sont nécessaires : ils sont fondés sur la 
nature même du savoir humain. — Le premier, sous leqnel on dé* 
couvre la nature des quantités mathématiques, c’est-à-dire, ce qui 
est (dans l’essence de ces quantités), est fondé sur la spéculation. 
Le second, sous lequel ou découvre la mesure de» quantités mathé- 
matiques , c’est-à-dire , ce qu'il faut faire ( pour arriver à l'évaluation 
de ces quantités), est fondé sur une espèce d 'action. Dans le premier 
de ces deux points de rue domine l'entendement, faculté de la spécu- 
lation ; dans le seeond domine la volonté , faculté de l'action. 

Ainsi , la nature et la mesure des quantités mathématiques , sont 
deux objets distincts et nécessaires des Mathématiques en général, 
et spécialement de l'Algorithmie et de la Géométrie. 

Nous nommerons théorèmes celles des propositions qui ont pour 
objet la nature des quantités mathématiques; et nous uommerous 
méthodes celles des propositions qui ont pour objet la mesure do 
ces quantités. Le système des théorèmes formera en général la 
Théorie mathématique; et spécialement, la Théorie algorith- 
mique et la Théorie géométrique. Le système des méthodes for- 
mera en général la Techn ie mathématique ; et spécialement , la 
Technie algorithmique et la Technie géométrique. » 

Poursuivons ces déductions. — Les différentes fonctions intellec- 
tuelles dépendent de la différence contingente qui se trouve dans 
les facultés intellectuelles ; mais, quelle qu'eu soit la diversité, la 
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coexistence de ces fonctions n’est possible que par une identité ou 
par une unité nécessaire des différentes facultés dont elles dépen- 
dent. Celte unité nécessaire a 6a source transcendautale dans le 
principe même du savoir, dans la conscience qpi sert de base à la 
possibilité des facultés intellectuelles, et qui les lie par la loi de 
l’identité, en les considérant subjectivement , ou par la loi de l imité, 
en les considérant objec*’cmont. — Ainsi, eu appliquant les facultés 
intellectuelles à l'objet général des Mathémalûpics , il doit en ré- 
sulter, d'abord, des fonctions intellectuelles mathématiques, différant 
entre elles cl dépendant des facultés intellectuelles différentes , et 
ensuite, des fonctions intellectuelles mathématiques , formant la 
liaison des premières , et dépendant de l'unité transcendantale qui se 
trouve entre ces facultés intellectuelles. — Le premier ordro'de ces 
fonctions intellectuelles mathématiques constitue évidemment les 
élémens de toutes les opérations mathématiques possibles; le second 
ordre de ces fonctions constitue la ivunion syslémalujiw de ces élémens. 

En appliquant ces considérations philosophiques aux deux branches 
générales des Mathématiques pures, 1 Algorihmie et la Géométrie, 
on en déduira les conclusions générales suivantes. — La Théorie et 
la Technie de l' Algorithme, ainsi que la Théorie et la Teclmic de la 
Géométrie, ont chacune deux parties distinctes : l’une, qui a pour 
objet les élémens nécessaires des opérations mathématiques qui 
appartiennent à ces branches respectives; l’autre, qui a pour objet 
la réunion systématique de ces opérations élémentaires. 

Pour procéder aux développemen6 ultérieurs, et sur-tout à la dé- 
duction des lois fondamentales qui nous restent à découvrir, quiltous 
le point de vue général où uous nous trouvons, et veuous, en par- 
ticulier, à chacune des deux branches de l’Algorithmie , que nous 
avons déterminées, savoir, la Théorie et la Technie de 1 Algorilhmic. 

Quant h la Géométrie, les limites de cette Introduction ne uous 

permettent pas de nous eu occuper davantage : nous ne pouvons 
présenter ici que les résultats architectoniques, concernant cette 
partie intégrante des Mathématiques pures (*). Ces résultats , tels qu’ils 
se trouvent dans le Tableau joint à cette Introduction, suffiront pour 


(*) Nous pourrons donner, dans une troisième partie de cet Ouviage, un 
Supplément conteuant 1a I'hilorophie de 1a Géométrie. 
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nous former une idée exacte , au moins des différentes branches né- 
cessaires de la Géométrie , et de leur origine transcendantale. — 
Procédons donc à la Théorie ni i. Alcorithmie. 

Suivant les considérations philosophiques précédentes, la Théorie 
algorithmique a évidemment pour objet , d’abord , la détermination 
de la nature de tons les algorithmes élûaeutaires possibles , en 
les considérant chacun- séparément ou d’ivre manière indépendante 
des autres, et ensuite, la détermination de la nature de l'influence 
réciproque de ces différens algorithmes élémentaires , ou plutôt 
la détermination de la nature de la réunion systématique de ces 
différens algorithmes. — La première partie de cette théorie for- 
mera la- Théorie algorithmique élémentaire; la seconde, la 
Théorie algorithmique systématique. 

Or , deux algorithmes élémentaires , primitifs et essentiellement 
opposés, savoir, la Sommation et la Graduation, se présentent 
dans la première des deux parties de la Théorie algorithmique. — 
Le premier de ces algorithmes a deux branches particulières , l’une 
progressive , l’autre régressive, I’Addition et la Soustraction ; le 
second a également deux branches particulières, l'une progressive, 
l’autre régressive , les Puissances et les Racines. 

Ces deux algorithmes primitifs sont, pour ainsi dire, les denx 
pôles intellectuels du savoir humain , dans son application aux quan- 
tités algorithmiques. — Dans la sommation , les parties de la quantité 
sont disconlinues'et extensives; elles ont proprement le caractère 
de l’agrégation ( per juxta positionem ). Dans la graduation , les 
parties de la quantité sont au contraire continues, ou du moins 
considérées cotnme telles, et sont en quelque sorte intensives; elles 
ont, de cette manière, l’aspect dn caractère de la croissance ( per 
intus susceptianem). — Ces deux fonctions algorithmiques de notre 
savoir , qui ont chacune leurs lois particulières , sont- entièrement 
hétérogènes, et il est impossible de les déduire l’une de l’autre. — 
Voici leur déduction métaphysique , on du moins leur principe 
transcendantal : la première , la fonction intellectuelle de la som- 
mation , est fondée sur les lois constitutives de f entendement stricte- 
ment dit; la seconde, la fonction intellectuelle de la graduation, est 
fondée sur les lois rdgulatives de la raison. ,? * 

La neutralisation de ces deux fonctions intellectuelles et , par 

conséquent , 
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conséquent, des deux algorithmes élémentaires qui leur répondent, 
produit une fonction intermédiaire , à laquelle correspond un algo- 
rithme également intermédiaire, tenant delà sommation et de la 
graduation : nous nommerons cet algorithme Repiioduction. — 
Ses deux branches, progressive et régressive, sont la Muwi pli cation 
et la Division. — Ce troisième algorithme élémentaire qui, consi- 
déré sous le poiut de vue métaphysique , se rapporte essentielle- 
ment à la faculté du jugement, doit encore, à cause de soti origine, 
être considéré comme algorithme primitif. 

Ainsi, la Théorie algorithmique présente trois algorithmes élémen- 
taires et primitifs. Leurs origines se rapportent aux trois facultés 
primitives de notre intellect, l'entendement (strictement dit), le 
jugement et la raison. Les lois de ces trois algorithmes , fondées 
sur les lois respectives de ces trois facultés primordiales de notre 
intellect, sont, ainsi que la nature même de ces algorithmes, es- 
sentiellement différentes, et 11e sauraient, dans toute leur généra- 
lité, être dérivées les unes des autres. — 11 n'existe donc, et il ne 
peut exister pour l'homme , d'autres fonctions algorithmiques que 
celles qui sont, ou immédiatement fondées sur ces trois algorithmes 
primitifs, ou dérivées de ces algorithmes. 

Parmi les fonctions algorithmiques dérivées , il en existe dont la 
dérivation est nécessaire , c'est-à-dire , donnée comme conséquence 
ou corollaire dans la nature même des trois algorithmes primitifs, 
et d'autres dout la dérivation est puremeut contingente. — Les pre- 
mières, à < aq|p de leur nécessité, font partie des principes mêmes 
de l’Algorilhmie , et pour cette raison, leur déduction appartient 
à la Philosophie des Mathématiques , et spécialement à leur Archi- 
tectonique qui est l'objet de celte Introduction. Les dernières dont 
le nombre est iudéOni , sont subordonnées aux principes de l'Algo- 
rilhmie ; et leur déduction appartient aux Mathématiques elles- 
mêmes. — Passons donc à la détcrmiualion des fonctions algorith- 
miques dérivées, mais nécessaires. 

Considérées en général , les trois fonctioqs primitives paraissent 
admettre quatre dérivations nécessaires, correspondantes aux quatre 
manières différentes dont elles peuvent être combinées entre elles, 
eu les prenant, d'abord deux à deux, et ensuite toutes les trois. 
Mais en cousidéraul, en particulier, la nature de ces fonctions 
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primitives, on verra que 1a combinaison de l'algorithme de la som- 
mation avec celui de la graduation, se trouve déjà dans l'origine 
de celui de la reproduction ; de manière qu'il ne reste de combi- 
naisons réellement différentes, que celles de l'algorithme de la re- 
production avec les algorithmes respectifs de la sommation et de 
la graduation. 

Or, la combinaison des algorithmes primitifs de la reproduction 
et de la sommation , donne l'algorithme dérivé nécessaire qui forme 
la Numération; et la combinaison des algorithmes primitifs de la 
reproduction cl de la graduation, donne l'algorithme dérivé néces- 
saire qui forme les Facultés. — Le schéma du premier de ces 
algorithmes dérivés , est 

A,.<p.x -h A,.ç,x + etc.; 

et celui du second 

<p.x . <p,x . <p,x . p 3 x. . . . etc. ; 

en désignant par A,, A , , A,, etc., des quantités indépendantes 
de a*, et par <p^x , p,x , <p.x , etc. des fonctions quelconques de x, 
liées entre elles par une loi. 

Tels sont doue les algorithmes nécessaires qui dérivent immé- 
diatement des trois algorithmes primitifs. — Nous pouvons nous 
dispenser ici de donner de plus grands développemens de leur 
déduction ; d'ailleurs , les schémas que nous avons présentés, pour- 
ront y suppléer. Nous nous contenterons d’ajouter qpelques mots 
pour caractériser la nature de ces algorithmes dérivés. 

La théorie de la numération a pour objet la génération d’une 
quantité algorithmique , en combinaut la sommation et la repro- 
duction. On peut donc , dans cette génération, resserrer ces deux 
algorithmes composaus entre des limites données , et obtenir néan- 
moins la génération complète de la quantité proposée : c’est là 
le caractère distinctif de la théorie de la numération. — Son impor- 
tance se manifeste sur-tout dans la génération des faits des nombres, 
ou de ce qu’on appelle nombres naturels ; en effet , par aucun des 
trois algorithmes primitifs, et sur-tout par celui de la sommation' 
qui s’applique essentiellement à cette gcuéralion, nous ne pouvons 
avoir immédiatement la conception claire que de quelques-tms des 
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premiers nombres de la suite des nombres naturels ; mais , eu 
resserrant les algorithmes de la reproduction et de la somma- 
tion entre les limites de ceux des nombres naturels dont nous 
avons ou supposons avoir la conception claire , nous pouvons, au 
moyen de la théorie de la numération , opérer la génération du 
tous les autres faits des nombres, ou de tous les autres nombres 
naturels. — Celte théorie a ses lois particulières, dépendantes du 
la nature des fonctions p.sr, cp,-c, <f,x , etc. (cari! n’est pas néces- 
saire que ces fonctions forment une suite de puissances) , et de la 
nature des limites dans lesquelles on resserre les algorithmes de la 
sommation et de la graduation qui en soûl les parties constituantes. 

La théorie des facultés a pour objet la génération d'une quan- 
tité algorithmique, en combinant la graduation et la reproduction. 
On peut donc^Ügalement , dans cotte génération, resserrer ces deux 
algorithmes composans entre des limites données, et obteuir néan- 
moins la génération complète de la quantité proposée. — Cette théorie 
est encore trop nouvelle pour qu’on en connaisse toute l'impor- 
tance : nous pouvons assurer, et nous en donnerons la preuve dans la 
Philosophie générale des Mathématiques, que la géuéralio» des lois 
théoriques des nombres, ou la détermination de toutes lus expres- 
sions algébriques appartenant à la théorie algorithmique (les sinus, 
les logarithmes, les racines des équations immaucutes, les inté- 
grales, etc.), sont essentiellement du ressort de la théoiie des fa- 
cultés ; de mauière que l'importance de cette théorie pour la gé- 
nération dus lois des nombres, ou pour l'Algèbre, est la même 
que celle de la théorie de la numération pour la génération des faits 
des nombres, ou pour l’Arithmétique. — Il est clair que la théorie 
. des facultés doit avoir ses lois particulières , dépendantes de la 
nature des fonctions p,J , <r,z' , etc., cl de celle des limites 
entre lesquelles on resserre les algorithmes de la graduation et de 
la reproduction qui eu sont les parties constituantes (*). 

Voilà donc les deux algorithmes dérivés qui résultent immédia- 
tement des trois algorithmes primitifs, c'est-à-dire, de leur com- 
binaison nécessaire. — Ici finirait la déduction de ces algorithmes 
dérivés , s'il ne se trouvait , dans la nature de la numération et des 


(*) Voya la seconde note à 1a Co de cet Ouvrage. 
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facultés, le principe d’une conséquence ultérieure et également 
nécessaire. Ce principe consiste en ce que la reproduction , qui 
est comnyme à ces deux algorithmes dérivés , établit entre eux 
une liaison, une espèce d’unité; d'où résulte, comme conclusion 
nécessaire, la proposition, du moins problématique, de la transi- 
tion de la théorie de la numération à celle des facultés , et réci- 
proquement de la théorie des facultés à celle de la numération. 
— I.es schémas de ces deux questions nécessaires , qui doivent 
définitivement terminer le système de tous les algorithmes élémen- 
taires , possibles pour l’homme , sont : 

i*. Transition de la numération aux facultés , 

<par, + px. -f- ip-r, 4- etc. = p {ar, . x, . x, . etc.} ; 

a*. Transition des facultés à la numération , 

par, . par. . (par, . etc. s= p {x, 4" 4- - r s ■+■ etc.} , 

en désignant par ar t> x, , x 3 , etc. des quantités variables quel- 
conques. 

Il s'agit donc de déterminer les fonctions respectives p, s'il en 
existe , qui répondent à ces deux questions algorithmiques , pro- 
posées par la nature même de notre savoir. 

Or, pour ce qui concerne d'abord la première de ces deux ques- 
tions dont le schéma esl 


px, 4- px. 4- px, 4- etc. = p {x, . x,. x, . etc.} , 

il est clair que la fonction p dont il s’agit ici, est l’exposant d'une 
quantité donnée qui forme, avec cet exposant, la valeur" de la 
quantité variable, savoir. 


a étant une quantité constante quelconque. En effet , on aura 


x,.x..x,.etc. 


a 9I \a* z ‘ 


a* x, .e te. 




et par conséquent 

px, 4- px, 4- px, 4- etc. = p (x, . x. . x, . etc. }. 

Il ne reste donc qu’à découvrir la nature de la fonction p, et 
à savoir si elle est une fonction dérivée élémentaire , ou simple- 
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ment une combinaison des autres fonctions élémentaires. — Pour 
y parvenir, désignons , en particulier , par le radical V» les ra- 
cines réelles, et en général , par les exposans fractionnaires, les 
racines quelconques , réelles ou imaginaires, des quantités algo- 
rithmiques; et prenons la racine m des deux membres de l'égalité 

fx 

a — x. 

En faisant attention à la nature de cette expression, nous aurons 

car la base doit rester constante et réelle , pour que la question soit 
déterminée; et c'est la fonction çx qui doit répondre aux différentes 

racines x“. Mais 

( VÏ)** = {1+ ( - 0} >x = 

1 H- y ( — 0 + T * *T ' ‘ ( V /fl — i)* 4- etc. 

Donc , 

x“ — i =**( V» — i) + Y ' • C V^— 0* + etc. 

Or en observant que, lorsque la quantité arbitraire m est infi- 
niment grande, le second membre de la dernière égalité sc réduit 
à son premier terme (*), on obtiendra définitivement 



Telle est donc la nature de la fonction en question. — Celte 
expression est évidemment celle de la génération théorique primi- 
tive de cette fonction : c’est l’idée ou la conception première, pro- 

(*) Nous prions les géomètres de ne pas trouver défectueux qu'en fupposant m 

infiniment grande , nous négligions tous les termes par rapport au premier , dans 
le second membre de l'égalité dont il s'agit. — Ils trouveront ci-après, lorsqu'il 
sera question du calcul diflerential , au moins une indication de la vraie méta- 
physique du calcul infinitésimal ; et il ne tiendra qu'à eux de voir que le procédé 
que nous venons de suivre est RIGOURECX. 
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jiosée par la saison à V entendement, pour être réalisée dan* le 
domaine de l'expérience. — C'est donc là la fonction primitive for- 
mant ce qu’on nomme logarithme. 

De plus , en appliquant le biuome de New ton à la puissance 

AC, on a 1 

JI/*={i + (ili' 1 — 1)}'“* = 

■ + £-(* l ‘- : 1 0 *+ , 

p. étant une quantité arbitraire; et partant, on aura 

- e ( a'— u ) — ; O'— » 1 >‘ -f- T fr»*— 1 V — «>c. 

Vx p ’ (c< i) ^ U» T — 0‘ + i — 0 ' — MC- ’ 

p et q étant deux quantités arbitraires. Ainsi, en observant que 
ce développement peut toujours être rendu convergent, au moyen 
des deux quantités arbitraires p et y, on verra que la fonction çx 
en question est susceptible de valeurs réelles. 

Or, la fonction algorithmique p.r que nous venons de détermi- 
ner, et qui se trouve avoir effectivement des valeurs réelle*, est 
évidemment une fonction dérivée élémentaire , parce quelle im- 
plique, dans son expression, des exposai» infinis qui fout sortir les 
puissances qui leur répondent, de la classe des puissances ordi- 
naires , susceptibles, d'une signification immédiats. Eu effet, en re- 
montant à la source transcendantale, on trouve que. la» puissances 
ordinaires qui répondent à des exposaos finis , sont de» fonctions 
intellectuelles immanentes , ou des fonctions simples de V entende- 
ment; et que les puissances qui répondent à des exposans infinis, 
ne sont possibles que par l'application de la raison aux fonctions 
de l’entendement que nous venons de nommer, et sont ainsi des 
fonctions intellectuelles supérieures, et nommément des fonctions 
transcendantes ; ou des conceptions de la raison , des idées pro- 
posées par celte faculté intellectuelle suprême. 

Il s’ensuit que les fonctions appelées Logarithmes, sont- des 
fonctions algorithmiques élémentaires, parmi les fonctions algo- 
rithmiques possibles pour 1'homsuc ; et- que la Turokib nrs I.uoa- 
rjtumes forme une des branches nécessaires de l'Agorithiuic. 

Pour répandre plus de clarté sur la nature de ces fonctions , 
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anticipons ici, par quelques. observations , sur la métaphysique 
même de leur théorie. 

Avant toot, il ne faut pas. perdre de v»e que L'expression que nous 
avons déterminée, savoir, 

X 5 —! 

ipjc — , 

yS a — i • 

contient nécessairement, comme expression théorique primitive , 
le principe de toute la théorie des logarithmes; et par conséquent, 
qu’elle forme la foi fondamentale de cette théorie. — C’est donc 
de eette expression que dérivent originairement tontes les proprié- 
tés et tou» les développe mens possibles de ces fonctions: toute 
antre déduction de leurs propriétés, et tout autre dévdoppetiretrt 
de leur valeur , sont nécessairement artificiels ou indirects. 

Or, suivant cette expression primitive , ou trouve, d’abord 1 , 
que si x, , x, , etc. sont des quantités variables, et n,, n,, etc. 

des quantités quelconques', on a la relation 

» 

, ' s <p Cx* . x“* . etc.) =* n, . <px, -f- n, . px, 4- etc: , 

I 

qui forme un priucipe subordonné de la théorie des logarithmes. 
En effet, on a 

P . x;- . etc.), = ; 

y'a — 1 

et observant qu'en général (x ~ — i) est une quantité infiniment 
petite , on a de plus et en général 

x" = {i -f- (x"— »)}* = t -+- «.(x s — i); 

et par conséquent 


t t , tt, 

x' .x* .etc. =s i 
Donc, en substituant. 


I t 

4- n t .(xï — i)i+ n,.(x* —0-1- etc. 
ou aura 


^‘.ar^.elc.) = 


I s 

"■■CO— >) | 

ÿa— > 


— , a r— ' '^ 4-etc.=sn, . p.r.+ff. . px.+etc. 
V'a — i 


En second lieu , suivant l’expression primitive de la fonction 
dont il s’agit, ou voit qu'clie forme autant de systèmes diflëfcns 
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qu’il y a de valeurs différentes pour la base a . — Mais il se présente 
une particularité remarquable; la voici. — En multipliant le nu- 
mérateur et le dénominateur de cette fonction, par la quantité in- 
finiment grande oo qui entre dans son expression, on a 


<px — 


O . 

' _ t 

<x>{y'a — i) 


et alors le numérateur et le dénominateur sont des quantités finies. 
Or le cas le plus simple de ces fonctions serait évidemment ce- 
lui où le dénominateur, dans lequel n’entre point la variable, se- 
rait égal à l'unité; et par conséquent, où cette fonction serait, 
pour ainsi dire, indépendante de la base. 11 se présente donc, dans la 
nature même de ces fonctions, la question rationnelle ou philoso- 
phique dont voici le schéma : 


oo( V> — i) = M 

e désignant le nombre qui répond à cette question. — L'expression 
de ce nombre philosophique, impliqué dans la génération même 
des fonctions dont il s’agit, sera par conséquent 

âss 0 +à) m i 

/ 

expression qui, en développant le binôme, donne 


f=i + ; + 


ou bien 


+ TT3 + etC ’ ». 


r e = 3,71828 etc. 

C'est lù l’expression théorique primitive, l’idée ou la conception 
première du nombre qu’on appelle base des logarithmes naturels. 
— Si nous désignons par L les logarithmes de ce système, nous 
aurons en particulier , pour cette base , 


Lx == 00 (x a — 1) ; 

et par conséquent , en général , pour une base quelconque a , 
** = «,(*=— i)]L. 
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Revenons à l’ Architectonique des Mathématiques qui est ici notre 
véritable objet, et nommément à la seconde des deux questions 
rationnelles que nous avons posées plus haut, à celle de la tran- 
sition des facultés à la numération , dont le schéma est 

<px, . $x, . <px j . etc. = (x, + x » *+- ■+■ etc }- 

1 

Il s’agit donc encore de déterminer la fonction <p, s’il en existe, 
qui réponde à cette seconde question algorithmique , proposée par 
la nature même de notre savoir. — Or il est clair que les fonc- 
tions exponentielles , qui appartiennent entièrement à l’algorithme 
primitif de la graduation, répondent effectivement, et d’une ma- 
nière complète, à celte seconde question rationnelle. En effet, si 
a et m sont deux quantités constantes, on aura la fonction expo- 
nentielle générale 

<px — o“*, 

qui donne 

fx, . tpx. . ipx , . etc. = a”*’, etc. == a’»{*.+x.+«ri-+-«cjj 

et par conséquent 

ipjr, . <px, . <px, . etc. = <p {x, + x, •+• x, + etc. }. 

Ainsi , en considérant les fonctions exponentielles dans toute leur 
généralité, la seconde des deux questions rationnelles dont il s’agit, 
la transition des facultés à la numération, ne donnerait lieu h aucun 
algorithme nouveau. -Il ne pourrait donc s’en trouver ici que dans 
le cas particulier #ù l’exposant m recevrait une valeur qui place- 
rait les fonctions exponentielles hors de la classe des puissances 
ordinaires et susceptibles d’une signification immédiate. Ce cas a 
lieu effectivement lorsque l’exposant m est imaginaire , et nommé- 
ment lorsque m = \/ — i , ainsi que nous allons le déduire. 

Tant que l’exposant m est "réel et fini, la fonction (a")’ reste 
dans la classe de l’algorithme ordinaire de la graduation , quelle 
que soit la valeur de a, réelle ou imaginaire : elle est alors une 
simple fonction immanente. Mais , lorsque l’exposant m implique 
l’infini ou est imaginaire, cette fonction sort de la classe de l’al- 
goritluue ordinaire de la graduation, parce qu’elle n’est possible 

4 
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que par l'inflnçnee de la raison constitutive qui la rend alors fonc- 
tion transcendante. Or , le cas où l'exposant m implique l'infini , 
est celui des logarithmes ou des fonctions que nous venons de 
traiter j il ne reste donc, dans la question présente, des fonction» 
réellement nouvelles que dans le cas où l'exposant m est imagi- 
naire. — Voici quelles sont les fonctions qui résultent dans ce cas. 
— Mais, traitons la question dans toute sa généralité : nous aurons 
ainsi 

Pour déterminer la nature de la fonction Qx, observons d'abord 
que , pour un nombre quelconque », on a 

n — (« 5 )“ = {i + (» : ~ *)>”; 

et développant le binôme 

»='+” (/r— 0*+7^“3 («»— i)»+clc. 

Mais si e est la base des logarithmes naturels, on a 
oo ( V e — t ) = i ; 

et par conséquent 

( ÿe — iy- = r. 


en supposant que Ji est un nombre entier. Donc en substituant, 
dans la dernière expression de n , ces valeurs de Tunilé , on aura 



i 

1.9 


(1/ï-iT 


etc. 


> 


et observant de plus que 



on aura définitivement 


» ss i -f- Ln + ~ (Ln)‘ 4- (Ln)> + de. 

On pourrait aussi obtenir, d’une manière également théorique, 
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le développement précédent, en le déduisant immédiatement de 
l'expression du logarithme , savoir , de 

_* 

Ln — os («"— i). 

En effet, on en tire 

" = ('+ Ln . d-)‘, 

et développant le binôme 

n = i 4- Ln+-^(Ln)‘ + (Ln)* -f- etc. 

Nous devons profiter de cette occasion pour prévenir que 
l'expression 

est le véritable schéma philosophique de l'algorithme primitif de la 
graduation : en effet, c’est ainsi que la raison fait envisager la gé- 
nération des nombres, en influant d'une manière régulattVe sur les 
opérations algorithmiques de l'entendement. — Mais revenons à la 
fonction ®x. 

Si l’on applique le développement que nous venons de trouver 
pour n, à la fonction <px dont il s'agit, nous aurons 

n — Ln s= x V'STî . La , 


et par conséquent 

= i +^.rVÎT±-.x’± 


Va 
i ,a.3 


.x»vÆ7 + etc. 


Cette expaessionse trouve composée de deux suites, l’une réelle, 
l'autre imaginaire. En désignant par Fx la première de ces suites , 
et par fx le coefficient de \/ — i dans la seconde , on aura 


a a. 3. 4 


{Lay.j* 


fx—La.xzk. k ~yj- + rrr? ± 


a. 3. 4-5 . 6 
(Uy.x’ 


b etc. , 


a. ST 4 . 5 a.^.^.5 fe‘ 7 ' 


■f- etc. 
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et on verra que les deux fonctions Fx et fx sont susceptibles de 
valeurs réelles. 

La nature de la fonction Qx en question sera donc 
<px — Fx-+- fx V=L • , 

dans laquelle les deux quantités Fx et fx sont deux fonctions de x, 
susceptibles de valeurs réelles. — Or, à cause du double signe du 
radical qui entre, d'une manière générale, dans la fonction ipjc, ou 
a les deux équations 

Fx 4 -fx . = a+ x V*‘ > 

Fx — fx . vÆ~ i = a . 

lesquelles donnent 

Fx = i . {«+* 4/ï7 4 

Telles sont les fonctions nouvelles susceptibles de valeurs réelles, 
qui sont impliquées dans la fonction fx dont il s'agit, c'est-à-dire, 
qui résultent de la seconde des deux questions rationnelles que nous 
traitons, de la transition des facultés à la nutnéraliou. La der- 
nière de ces fonctions est ce qu'on appelle sinus, et la première , 
ce qu’on nomme cosinus ; le signe supérieur, sous le radical , ré- 
pond aux sinus et cosinus Itjperholu/ues ; le signe inférieur, aux 
sinus et cosinus circulaires. 

Or, suivant ce que nous avons dit plus haut, ces deux fonctions 
forment des algorithmes dérivés élémentaires , du moins dans le cas 
de l’exposant imaginaire. En effet, cet exposant imaginaire fait sortir 
les puissances qui lui répondent , de la classe des puissances ordi- 
naires et susceptibles d'une signification immédiate ; et en ré- 
montant jusqu’à la source transcendantale, on trouve ici, comme 
pour les puissances qhi impliquent l’infini dans leurs exposans , 
que les puissances à exposans imaginaires ne sont possibles , comme 
opérations intellectuelles, que par l'application de la raison à l’al- 
gorithme immanent de la graduation : il résulte, de cette applica- 
tion, des fonctions intellectuelles nouvelles, et nommément des 
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fondions transcendantes de la raison, ou des idées proposées par 
cette faculté supérieure. 

\insi les fonctions nommées en général sinus , sont des fonc- 
tions algorithmiques élémentaires, parmi les fonctions algorith- 
miques possibles pour l’homme; et la Théorie dis sinus forme 
une des branches nécessaires de lAlgorithmie. 

Ici finit ce qui, dans la question générale des sinus, appartient à 
l’ Architectonique des Mathématiques. — En anticipant sur- la Phi- 
losophie même de la théorie des sinus, nous ajouterons quelques 
développemens pour répandre plus de clarté sur la nature de ces 
fonctions, ainsi que nous l’avons fait pour celles nommées loga- 
rithmes. . , - 

Avant tout, il faut remarquer que les fonctions dont il s agit 
sont essentiellement algorithmiques, et non géométriques, comme 
on parait l’avoir cru jusqu’à ce jour : elles ont, et doivent néces- 
sairement avoir leur origine dans f Algorithme, dont elles forment, 
comme les puissances, les logarithmes , etc. une partie élémentaire 
et essentielle; ce n’est que par l’application de l’Algonthime a la 
Géométrie, qu’on peut les retrouver dans ccttq dermere, et celle 
circonstance est entièrement contingente. Quand même les sinus 
et les cosinus ne se retrouveraient point dans la Géométrie, ils 
n’en subsisteraient pas moins , dans 1 Algorithmie , d une manière 
entièrement indépendante. — Il faut encore remarquer qu’il entre , 
dans ces fonctions, une quantité arbitraire a, qui est la base d’au- 
tant de systèmes différens de sinus et cosinus , qu elle peut rece- 
voir de valeurs différentes : cette base est, pour ces fonctions, ce 
qu’est , pour les fonctions nommées logarithmes, la base des ditfé- 
rens systèmes de ces derniers. Lorsque sa valeur est celle de la 
base des logarithmes nommés naturels , le système de sinus et co- 
sinus est proprement celui qu ou a connu jusqu à préseul. 

Quoiqu'il n eutre point dans notre objet de donner des dévclop- 
pemens qui n’appartiennent pas à la Philosophie même des Mathéma- 
tiques , nous devons ici , pour foire mieux connaître cette nouvelle 
manière d’envisager la théorie des sinus et cosinus , donner au moins 
les résultats de l’application de celte théorie à la Géométrie , en la 
prenant dans toute sa généralité : voici ces résultats. 

Dans les expressions des fonctions Fx et fx dont il est question „ 
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les deux signes appliqués à l'unité dans le radical V$i, répondent, 
le supérieur ( V-f- 0 aux différons systèmes de sinus et cosinus 
hyperboliques, et l’inférieur ( V — i) aux différens systèmes des 
sinus et cosinus elliptiques. La quantité variable x est le double 
de la surface du secteur d'une hyperbole ou d'une ellipse, compris 
entre le premier axe et le rayon vecteur mené du centre de ces 
courbes à un de scs points; ou, plus géuéralemcnt, cette surface 
divisée par la moitié du quarré du premier ave. Quant aux fonc- 
tions Fx et fx , si l'on décrit une hyperbole équilalère ou une 
ellipse équilalère, un cercle, sur les premiers axes de l'hyperbole 
on de l'ellipse dans lesquelles on prend les secteurs dont nous venons 
de parler, et si de plus on mène, par les poiuls qui déterminent 
ces secteurs, des lignes parallèles à leurs deuxièmes axes, on ren- 
contrera, sur leurs courbes équilatères respectives, des points dont 
les distances aux deux axes seront proportionnelles aux fonctions 
Fx et fx; et particulièrement la distance de ces points au premier 
axe , divisée par la moitié de ce premier axe , sera égale à la fonc- 
tion fx , cl la distance au second axe , divisée de même par la 
moitié du premier axe, sera égale à la fonction Fx. Enfin , pour 
ce qui concerne la base a des différens systèmes des sinus et co- 
sinus, si l'on désigne par p le premier axe, et par q le second axe 
de l'hyperbole ou de l’ellipse particulière à laquelle appartient un 
système de ces fonctions , la base a est une quantité telle , qu'en 
désignant, comme plus haut, par L le logarithme naturel, on a 

Im = ?. 

<? 

Lorsque q ~ p , c’est-à-dire, lorsque les courbes sont éqnila- 
tères, on a Laz= i ; et c’est alors qu'on a respectivement le sys- 
tème des sinus et cosiuus de l'hyperbole équilalère , et le système 
des sinus et cosinus du l'ellipse équilalère ou du cercle , qui sont 
les systèmes particuliers qu'on a connus jusqu'à ce jour. 

Les expressions que nous avons déduites pour les fonctions Fx 
et Jx dont il s'agit, savoir, 

F*= i . + 
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contiennent nécessairement , comme expressions théoriques primi- 
tives, les principes de toute la théorie algorithmique de ces fonc- 
tious. — - Or, en prenant leurs secondes puissances , ou trouve 

(Fx)‘ =F CA)’ “ » s 

qui est la propriété caractéristique , ou plutôt la liaison de ces 
fonctions. Mais négligeons le signe positif de l’unitc dans le radical 
qui entre dans les expressions précédentes, et ne considérons que 
te signe négatif, qui seul rend ces fonctions réellement transcen- 
dantes; nous aurons alors 

Fx= ; ( a -V^+a-* V'' fx = —'= V~) , 

2 Y — 1 

et pour leur liaison , la condition 

(Fxy+(jxy=i. 

Cette condition , jointe à la nature de l'expression de la fonction 
principale <?x, savoir, 

<fx = Fx +fx . , 

nous fait découvrir, du moins problématiquement, que celte fonc- 
tion çx , ou bien la fonction exponentielle (a^~y qu’elle repré- 
sente, est une racine déterminée de l’unité, dans Je cas où xsi, 
et généralement une puissance déterminée de l'unité , dans le cas 
de toute autre valeur de x. En effet , la forme de celle expression 
est celle des quantités imaginaires en général , de la classe des- 
quelles sont les racines impossibles de l'unité ; et de plus, le carac- 
tère distinctif de ces racines est que la somme des quarrés des deux 
quantités réelles qui entrent dans l’expression de ccs racines , est 
égale à l’unité. 

Ce caractère distinctif des racines de l’unité , provient ou n’est 
proprement qu'une conclusion d« ce que celles des racines de l’unité 
qui, prises deux à deux, ne différent que parle signe du radical 
imaginaire \/ — i , étant multipliées lVne par l’autre , donnent tou- 
jours l'imité pour produit. En effet, soient deux telles racines 

a -f- /9 V'— ~î , a — jS V— "ï ; 

en les multipliant entre elles, on a pour produit a 1 -f- /S* : donc. 
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e'il est prouvé généralement que le produit de ces racines de 
l'uuité est l'unité même, on a nécessairement «* ■+■ /S* = i j et 
alors cette relation est évidemment la condition de la forme de* 
racines de l’unité. Mais quoiqu'il soit facile , dans la Philosophie 
même de la théorie de la graduation , de démontrer cette vérité 
fondamentale, ainsi que nous le ferons ci-après, nous nous con- 
tenterons ici , pour ne rien supposer gratuitement , de la considérer 
comme hypothétique, et cela à cause de la généralité de la conclusion 
qui en résulte pour la co-existence de deux pareilles racines de 
l'unité. Supposons donc, dans l’Architcctoniquc des Mathématiques, 
au moins la possibilité de ce que la fonction <fx dont il s’agit, c'est- 
à-dire, la fonction exponentielle (eF'~y est une racine déterminée 
de l'unité dans le cas particulier où x=x i; et si notre supposition 
est foudée , cherchons quel est l'exposant réel de cette racine. 
— Soit donc en général <x l'exposant, réel ou au moins imaginaire. 


qui donne — *• 

En ne prenant que les racines imaginaires , les racines quatrième* 
des deux membres de cette égalité, sont 


Mais oa a 




V— i = 


donc , en prenant les logarithmes des racines quatrièmes précé- 
dentes, on aura en général 


et par conséquent 


. La = L 


— T ’+V=L 


1 — l/— T * 


De plus, suivant les développemens trouvés plus haut ponr les 
logarithmes , on a 

L(i V / — •""> ) = -f- \/ — i — -i( V — O’-f-s — de. , 

L(i — - V— ,) = — V — i — i ( )* — j ( V=7)’-etc.; 

donc 
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donc, en substituant, on aura definitivement 

* = tz {' — s + ï — y + etc }» 

ou bien 

* = '^■• 3 »‘4'59 etc. 

Ainsi , l’exposant ir en question est effectivement un nombre 
réel, et il est vrai que la ■fonction exponentielle a yr= ~‘ est une ra- 
cine déterminée do l’unité. — Cette circonstance influe d’une ma- 
nière majeure sur la nature des fonctions Fx et fx qui nous oc- 
cupent, et leur donne un caractère particulier, celui d'une géné- 
ration périodique, ainsi que nous allons le voir. — Nous avons 



■* étant un nombre réel. Donc , nous aurons aussi 


• * _ , 


9 


m étant un nombre entier quelconque , positif, négatif ou zéro." 
Or les fonctions Fx et fx sont 

Fx — l(a^'~-\-a—^= r <), fx = ^—4= — aT*^‘) ; 

“V — • 

elles seront donc en général 


Fx = 


f* = , 


^(x+nur)^— I _J_ (x+m»)v/— r}^ 

' î a — (c+mîr)t/— 1} 

V — ‘ 


Ainsi , en observant que -v est un nombre réel , et m un nombre 
entier quelconque, positif, négatif ou zéro, on verra, par ces 
expressions générales , que les fonctions Fx et fx ont des valeurs 
périodiques , et que les limites de cette génération, périodique corres- 
pondent aux valeurs 

« 

x — H*, x = (pd= t)ie. 


H étant un nombre entier quelconque, positif, négatif ou zéro. 

Ce sont donc ces dernières expressions qui forment le principe 
le plus général des fonctions dont il s'agit ; et par conséquent , 

5 
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c’est de ces expressions , de'duitcs par la Philojpphie des Mathé- 
matiques , que l’Algorithmie doit dériver toutes les propriétés et 
tous les déveioppemens de ces fonctions. — Nous nous conten- 
terons ici , en nous transportant dans l'Algorithmie elle-même , 
de déduire, de ces expressions générales, le principe subordonné 
duquel est parti Lagrange, dans sa Théorie et dans son Calcul 
des fonctions, pour déterminer les différentielles , ou, comme il 
les appelle, les dérivées des fonctions. qui nous occupent? celte 
déduction , quoique purement mathématique ou doctrinale (et non 
philosophique ou métaphysique) nous servira pourtant ici , en nous 
faisant apprécier l'ordre ou le rang logique du priueipe que nous 
venons de nommer, et, par conséquent, la valeur philosophique 
des résultats mêmes que Lagrange en a tirés ; d’ailleurs, c’est 
de la Géométrie que cet illustre géomètre emprunte ce principe 
subordonne. 

Par la nature des fonctions Fx et fx , la seconde des deux 
questions rationnelles dont nous sommes partis , celle de la tran- 
sition des facultés à la numération , se trouve résolue complèle- 
’ment , et l’on a en général 

{Fx, + \ 3=7 .fx,}.{Fx, + \ÆE7 .fx,} . {Fur, + V'±7./r,}.etc. 

— F(x, -f- x. + x, -f- etc.) -(- y'dt i ./(x, -f- x, + jr, 4- etc.). 
Or, lorsque x, = x t == x, = etc. = o , on a simplement 

{Fx. -f- V=fc7 .fx,} . {Fx. + V=b . fx.) = 

F(x, ■+■ x.) -f- V'± -/(x. + x.) , 
égalité qui donne 


Fx, . Fx. ±/r, .fx, 4- \ '±7 (Fx, .fx, -4- Fx. .fx,] = 
F(x, + x.) -f- V'± -/(x. -f x.) ; 


et par conséquent, en égalant séparément les parties qui ne dépen- 
dent pas et celles qui dépendent du radical \/~t i , h cause des deux 
signes que ce radical peut avoir, on a 

F(x.4-x.)==Fx, .Fx.=b/x, ./x.] 

/(x, 4- x.) = Fx, .fx, 4- Fx,.fx, J ' ' 
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De plus , suivant les expressions générales des fonctions Fx etfx , 
on a évidemment 


donc 


F(-*)« *•(+*), /(-x)=_A+x); 


F(x, — *,) = Fx, . Fx, xfzfx, . fx, 1 
f (x, — x.) = Fx , . fx, — Fx, .fx. j ' 


(B). 


Tels sont les quatre théorèmes géométriques connus (A) et 
(B), qui forment le principe duquel Lagrange tire les diffé- 
rentielles des fonctions nommées sinus et cosinus : on peut ac- 
tuellement apprécier le rang logique de ce principe , et , par con- 
séquent, la valeur philosophique des résultats qui en proviennent. 
— - Mais revenons à la Philosophie, et disons encore quelques mots 
concernant le nombre remarquable que nous avons désigné par K, 
et que les mathématiciens connaissent déjà dans la Géométrie , 
comme exprimant le rapport de la circonférence au rayon du 
cercle , du moins dans un cas particulier. 

Nous avons vu que ce nombre doit son existence au problème 
rationnel ou philosophique 

. (a v/-, y T = ij 

et que c’est lh proprement que se trouve son véritable et premier 
principe. Nous avons vu de plus, que ce problème est une ques- 
tion proposée nécessairement, par la nature même de notre sa- 
voir , dans la génération des fonctions algorithmiques nommées 
sinus et cosinus. Nous avons vu enfin que son expression théo- 
rique est 


La \/ — i 
qui peut- se réduire à 


{£(1 + V=l) -L(i- t/ZTT)}, 


K = 




(*)• 


La ‘ j/_, 

Mais il entre , dans cette expression , des logarithmes qui 


(*) Jean Bernoulli. 
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sont déjà des fondions algorithmiques oÉiuvi.ts; il reste donc le 
problème de déterminer la nature de ce nombre philosophiqnc , 
avec des fonctions algorithmiques entièrement paihitivks (l’Ad- 
dition, la Multiplication et les Puissances, qui sont,*pour l'homme, 
les élémens de tout calcul). C’est là le dernier but de la raison ; 
c’est le but , du moins secret , que cette législatrice de notre 
savoir avait fixé à tous ceux qui , jusqu'à ce jour, se sont occupés, 
dans la Géométrie, de la recherche chimérique de construire, par 
des lignes , le rapport de la circonférence au rayon du cercle. 
— Or, nous avons trouvé, pour la nature du logarithme du nombre 
n, l’expression 

I 

Ln = ao (n* — 1) , 

quel que soit le nombre n , réel ou imaginaire ; nous aurons donc 

L(i— \/^T)=eo {(i-+- V /= ’ï) i — (i— V^i) 5 } ; 
et par conséquent , 

* = L • • {(■ + V—* )*- (« - V--î)h- 

Telle est définitivement la nature, l’expression lliéorique élé- 
mentaire , l’idée primitive du fameux nombre er dont il s’agit ici, 
et qui , dans le cas particulier où La= i , est la valeur du rap- 
port de la circonférence au rayon du cercle. — En voici le dé- 
veloppement très-simple, suivant le binôme de Newton : 

( i + = i4-“( V— Ô — ^ ( V— -OH-gjjC V^T)’- etc. 

(,— I — ^( V ,=r i)— ( V^y— ( V--0’ — etc. 

(i + v~t y — (i — = 

00 

et par conséquent 

k = 8 [j — J + i — v + elc - } (*)> 


(’) Leibnitz. 
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Ou bien . 

* = a(3,i4i59 etc.). 


Pour terminer la question des logarithmes et des sinus, ou des 
fonctions qui forment respectivement la transition de la numération 
aux facultés, et des facultés à la numération, il nous reste à dé- 
terminer l'unité ou la liaison de ces deux espèces de fonctions : 
cette détermination est encore une question philosophique, et sert 
à terminer définitivement le système de tous les algorithmes 
élémentaires possibles pour l’homme , ou à poser la dernière 
limite à ce système. Nous nous contenterons de présenter cette 
détermination sous une forme purement mathématique , ayant déjà 
déduit la nature de ces fonction*, plus que ne le permettaient 
peut-être les limites de cette Introduction. 

Dans la théorie des sinus, on a les valeurs 

a’ v '** s= F je -f- v/3i7 .fx , 

= Fx — 1 -fx , 


qui, étant divisées l'une par l'autre, donnent 


ou bien 


far— p' ïLi .fx ' 


a'ey'x. 


1 . Tx 

î— p'ST.r*’ . 



en désignant par Tx le rapjiort ~ des deux fonctions fx et Fx (*).' 


(*) Le rapport de» fonction» Fx et fx entre elle» et avec l’unité, donne de* 
fonction» nouvelle» , dérivée», mai» simples ; le» voici : 

fx Fx i i 
Fx * Jx ’ Fx • Jx 

Or il existe, dans la Géométrie, des lignes dont la valeur algorithmique se trouva 
exprimée par ces fonctions : on les nomme tangentes , cotangentes , sécantes et 
cosécantes. — Conserverons-nous ces dénominations géométriques pour les fonc- 
tions algorithmiques dont il s'agit? Formerons-nou» des dénomination» noarelle», 
ou au moins , pour éviter 1a signification immédiate , reprendrons-nous les déno- 
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Celte dernière expression, considérée dans la théorie des loga- 
rithmes, donne 

rr — , i+V /f ±ï , .7’j 

ar V ± i = log. — ' ■•—7 , 

0 i+v'afci .Tx* 

les logarithmes ainsi que les fonctions Fjc et fx desquelles dérive 
la fonction Tx , étant pris dans les systèmes qui répondent à la 
même base a. Or, en ne considérant que le radical imaginaire, et 


faisant 

■ 7V_ _ 

. + U-i • Tx • 

on a 

Tx-‘ 7*. * 

*+* u— » 


Ainsi, ayant égard à la génération périodique des fonctions nom- 
mées sinus , et désignant en général par l’abréviation' réc. la fonc- 
tion réciproque d’une fonction quelconque , on aura 

*H-m* = réc.{r = î^._y, 

rt étant le nombre que nous venons d’exanfliner , et m un nombre 
entier quelconque , positif, négatif ou zéro. — On aura donc définiti- 
vement 

log. z = 3 V/=T . réc. {T’a . -?=} ■+• V—ï- 

C'est là la liaison ou l’unité entre lçs fonctions nommées loga- 
rithmes .et celles nommées sinus, cl par conséquent la limite de 
tous les algorithmes élémentaires. 

Nous voilà donc au terme de la première partie de la théorie 
algorithmique. — Nous sommes actuellement certains que les dijl'é- 
rens algorithmes que nous venons de déduire , sont réellement 


et de tramiaus 


initiations anciennes de pmsinus ponr les fonctions —• , , 

pour les fonctions 7 ! • , -Î- ? — Il convient . ce nie semble , de conserver les 
hx Jx ’ 

dénominations de tangente et de iécante. 
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1 llmentaiiies, et forment, par conséquent, les parités composantes 
absolues de tous les calculs, quels qu’ils puissent être. Nous sommes 
certains que la forme sous laquelle nous les avons déduits, est leuf 
expression primitive, et contient les principes de leurs théories res- 
pectives. Nous sommes enfin certains qu’il ne saurait y avoir , pour 
1 homme, d’autres algorithmes élémentaires, et, par conséquent, 
d antres fonctions algorithmiques primitives. 

Venons â la ranTiE systématique de la Théorie algorithmique. 
— En reportant nos regards sur les principes dont nous avons 
dérivé tous les algorithmes élémentaires, nous verrons facilement 
que la possibilité de ces différons algorithmes consiste dans la dua- 
lité intellectuelle (*) que présentent les théories de la sommation 
et de la graduation; c'est-à-dire, en remontant plus haut, qu’elle 
consiste dans I opposition des lois constitutives de l'entendement 
(strictement dit) , desquelles dérive l'algorithme primitif de la som- 
mation, et des lois régulativcs de la raisou , desquelles dérive l’al- 
gorithme de la graduation. Mais cette espèce de polarité intellec- 
tuelle , si je puis m’exprimer ainsi , qui se trouve dans l’application 
du savoir humain à la détermination des lois des quantités algo- 
rithmiques, doit évidemment se rencontrer dans toutes ces quan- 
tités; car le principe de celte application est le même pour toutes 
les quantités algorithmiques en général. 11 en résulte, dans ces 
quantités considérées objectivement, non une simple neutralisation 
ou combinaison , mais une véritable réunion systématique des deux 
fonctions intellectuelles qui ont pour objet les deux algorithmes 
primitifs et opposes, la sommation et la graduation. Celte réunion 
systématique introduit, dans les quantités algorithmiques, de nou- 
velles déterminations de leur nature, de nouvelles lois théoriques; 
et ce sont ces lois qui font l’objet de la partie systématique de la 
théorie algorithmique. 

Mais on peut ici se placer dans deux points de vue différons 
pour considérer la réunion systématique dont il s’agit : dans l’un , 
qui est le point de vue transcendantal , on découvre l'influence de 
celte réunion sur la génération même (la constitution) des quantités 


(*) Si cette dualité Intellectuelle navait pai lieu, l'homme ne pourrait arrr 
Qu un reul algorithme, celui de la sommation. 
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algorithmiques ; dans l'autre , qui est purement un point de vue 
logique, on découvre l'influence de cette réuuiou sur la relation 
'réciproque (la comparaison) de ces quantités. — Sous le premier 
aspect, la réunion systématique dont il est question, donne lieu, 
dans la génération des quantités algorithmiques , à une unité traus- 
ccndantalc entre les deux algorithmes primitifs, la sommation et 
la graduation ; uuité dont les lois forment l'objet de plusieurs 
branches séparées qu'on pourrait nommer en général Théorie de la 
constitution algorithmique. Sous le second aspect , celte réu- 
nion donne lieu, dans la relation des quantités algorithmiques, à 
une unité logique entre les deux algorithmes primitifs , la som- 
mation et la graduation ; unité dont les lois forment également 
l'objet de plusieurs branches séparées qu’on pourrait nommer en 
général Théorie de la comparaison algorithmique. — Examinons 
donc séparément chacune de ces deux théories générales , et com- 
mençons par la théorie de la constitution algorithmique*, 

I.a réunion systématique de deux algorithmes peut généralement 
être envisagée, ou connue diversité systématique, ou comme iden- 
tité systématique : dans le premier cas, ces deux algorithmes sont 
considérés comme distincts, l’un de l’autre, dans la génération d'une 
quantité algorithmique; dans le second cas, ces algorithmes sont 
considérés comme indistincts, l’un de l’autre, dans la génération 
d'uue telle quantité. — Or, les deux algorithmes primitifs, la som- 
mation et la graduation, étant considérés par rapport à la géné- 
ration des quantités, sont entièrement opposés dans leur nature, 
et ne sauraient, par cette raison, concourir indistinctement à la 
génération dune quantité; ils ne peuvent doue, dans leur réunion, 
donner lieu qu’à une diversité systématique. Mais les algorithmes 
dérivés immédiats, la numération et les facultés, qui touchent à la 
neutralisation des deux algorithmes primitifs opposés, et qui sont 
même liés par cette neutralisation, par l'algorithme de la reproduc- 
tion , peuvent concourir indisliuclemcnt , du moins par l'unité de 
leur liaison, à la génération d’une quantité; ces deux algorithmes 
dérivés doivent donc présenter , dans leur réunion , une véritable 
identité systématique. 

Pour ce qui concerne, en premier lieu, la diversité systématique 
qui, dans la nature des quantités algorithmiques, résulte de la réu- 
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uion des deux algorithmes primitifs et opposes, de la sommation 
et de la graduation , il est clair , à priori , quelle ne peut exister que 
de trois manières : 1 *. par l'influence systématique de la sommation 
dans la génération des quantités où domine la graduation; a*, par 
l'influence systématique de la graduation dans la géuéraliou des 
quantités où domine la sommation ; et 5’. par l'influcnceiesysté- 
matique et réciproque de la sommation et de la graduation , dans la 
génération des quantités oùdomincntrunctrautre de ccsalgorilhmes. 
— Cette triple diversité systématique existe effectivement , et donne 
lieu, dans le premier cas, à la Théorie des Différences; dans le 
second, à un calcal nouveau, que nous nommerons Théorie des 
Grades; et dans le troisième cas, à ce qu'on appolle Théorie des 
Nomiires. — Voici la déduction ultérieure de ces trois branches. 

En considérant les fonctions d'une ou de plusieurs variables 
comme exprimant la génération par graduation des quantités algo- 
rithmiques , on peut néanmoins envisager , par rapport à la som- 
mation , la variation de ces quantités. C'est celte variation envisagéo 
ainsi, qu'on appelle en général différencf.s, et ce sont les lois de 
cette variation, qui font l'objet de la Théorie générale des Dif- 
férences, directe et inverse. Quand on considère comme finir s 
les parties ou les élémens de la sommation dont l'influence systé- 
matique fait l’objet de la théorie des différences, on a le Calcul des 
Différences , et quand on les considère comme infiniment petites 
on a le Calcul des Différentielles. De plus , lorsque ces parties 
sont considérées comme déterminées , c’est le Calcul des Diffé- 
rences déterminées; et lorsqu'au contraire, elles sont considérées 
comme indéterminées , c'est le Calcul des Différences indéter- 
minées, ou le Calcul de la variation des Différents (*)• 

Cette déductiou de la théorie générale des différences et de ses 
branches particulières, est évidente ; et nous pouvons nous dispenser 
ici d'en donner de plus amples développcmens. Ajoutons seule- 
ment quelques mots concernant la déduction métaphysique du calcul 
différentiel. 

(*) Le calcul qu'on nomme Méthode des variations . — Nous changeons ici 
cette dénomination , parce que , selon nous, tout ce qni est méthode appartient 
à la Technie de l'Algorithmie ; et que le calcul dont il s'agit , appartient à la 
Théorie de l'Algorithmie. 
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La possibilité du calcul différentiel se trouve déduite à priori 
par ce que nom venons de- dire; et son existence, ou plutôt son 
effectivité est constatée à posteriori. — Mais, les procédés de ce 
calcul impliquent une antinomie qui les fait paraître, tour à tour , 
comme doués et comme dépourvus d'une exactitude rigoureuse. 
Celte iffitinomic , ou plutôt son résultat , a répandu sur la nature 
du calcul différentiel et sur sa métaphysique, une espèce de scepti- 
cisme. Portés d'ailleurs par la direction matérielle qui s’est glissée 
dans la Métaphysique en général , les géomètres de nos jours ont 
considéré le Calcul différentiel comme un procédé indirect et arti- 
ficiel, et ont cherché à lui substituer un procédé direct et naturel 
qui, selon eux , en aurait été la véritable base. C’est à celte ten- 
dance que nous devons le Calcul des Fonctions de Lagrange , et 
toutes les autres Théories de dérivation. — Or, nous prouverons , 
dans l’une des notes (la quatrième) qui terminent cet Ouvrage, que 
le point de vue du Calcul des Fonctions de Lagrange et de toutes 
les Théories de dérivation en général , est absolument faux ; nous 
le prouverons mathématiquement, avec une évidence irrécusable, 
et il faut espérer qu’on renoncera K toutes ces théories qui , outre 
leur complication forcée ou artificielle , ne sont évidemment pos- 
sibles elles-mêmes que par la nature du calcul qu'elles prétendent 
expliquer. 

Les procédés du Calcul différentiel ne sont que des règles subjec- 
tives , des règles de notre spéculation sur la génération des quan- 
tités par la sommation des parties infiniment petites; et nullement 
des règles objectives , des lois de la réalité même de cette généra- 
tion : les premières de ces règles sont fondées, comme l’algo- 
rithme primitif de la graduation, sur les lois régulatives de la raison ; 
et les dernières, comme l'algorithme primitif de la sommation, sur 
les lois constitutives de l’entendement (strictement dit). Or, c’est en 
confondant ces deux points de vue trcs-distincts , que résulte l’an- 
tinomie qu'on trouve dans les procédés du Calcul différentiel. Eu 
effet , étant considérés comme simples règles de notre spécu- 
lation , ces procédés paraissent rigoureux; cl étant considérés comme 
véritables lois de la réalité même de la génération algorithmique, 
ces procédés paraissent défectueux. — Voilà le secret ou la vraie 
métaphysique du Calcul différentiel : il suffira doue de déduire les 


PHILOSOPHIQUE. 55 

procédés de ce calcul sous le premier des deux points de vue que 
nous venons d'indiquer , et i'ou obtiendra la démonstration rigou- 
reuse de ces procédés. — Mais, pour col Ouvrage , en voilà asses 
concernant la déduction de la possibilité du Calcul ditTércnliel. 

Anticipons par quelques mois sur la métaphysique de la théorie 
générale des différences, pour caractériser la nature de cette théorie. 

Avant tout, il faut déterminer la conception générale des fonctions 
directes el inverses des différences . — Soit <px une fonction quelconque 
de x , mais dépendant essentiellement de l’algorithme de la gra- 
duation. La variable x peut être considérée comme recevant , 
dans sa génération, nn accroissement suivant l’algorithme de la 
sommation , progressif (l’addition) on régressif (la soustraction) { 
et la fonction éprouvera nécessairement, dans sa génération, 
uu accroissement correspondant qui sera ce que nous nommons 
différence de cette fonction. De plus , cet accroissement de la fonc- 
tion <px , qui dépendra de la variable x, sera une nouvelle fonc- 
tion de x , et admettra , comme la première , dans sa génération , 
un accroissement correspondant à celui de la variable , toujours 
suivant l'algorithme de la sommation. En procédantde cette manière, 
il résultera de cette considération une suite de fonctions de x , 
dérivées les unes des autres , el pouvant être considérées dans 

l'ordre direct , ou dans l’ordre inverse de celte dérivation. Voilà 

la conception générale des fonctions directes et inverses des dif- 
férences , quel que soit l’accroissement de la variable , fini on infi- 
niment petit. Voici sa construction algorithmique. 

Désignons, selon l’usage, par A les accroissemens nommés dif- 
férences , dont il est question ; et nous aurons pour les différences 
consécutives, directes et inverses, les expressions: 
i*) Suivant la voie progressive, 

A <fx=(— i) .(px — — .$>(x-f- Ax)-J-y - ! .p(x-f-aAx) — etc.^, 

a*) suivant la voie régressive , 

aV*=:(-H )“• (çx— . p (x— Ax)-+- y • ^ * (x— a Ax) — etc.) , 

p étant l'indice ou l’exposant de ces différences, dans l’ordre direct 
ou inverse de leur dérivation. 
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Telles sont donc les expressions algorithmiques de l’objet de la 
théorie des différences. — Pour en généraliser la déduction , et par 
conséquent, pour généraliser celte théorie elle-même, observons 
que ces deux expressions ne différent que par les coeflicicns 

( — î ) , (+t) u , et par le signe de l'accroissement Ar de la variable ; 
de manière que nous pouvons n'en considérer qu'une seule, et 
rapporter à l'antre, au moyen de leur liaison facile, les résul- 
tats obteuusdaus cette considération. — Nous choisirons la dernière 
de ces deux expressions , comme étant plus simple à cause du 

coefficient (-+-1) qui est toujours = i (*); et nous aurons ainsi , 
pour l'objet de la théorie des différences , l'expression géucrale (a) 


à!* <fX = $JC • 


■7. ¥(*-« + ?•' 


■ <p(x — aÇ) 


!. tp(x— 5 $) - 1 - etc.. 


en désignant par Ç l'accroissement Ax de la variable. 

Cette expression a d’abord lieu pour tous les ordres p. corres- 
pondais aux nombres entiers positifs, et se rapporte alors immédia- 
tement aux fonctions des différences directes ou des différences pro- 
prement dites. En effet , prenant la différence des deux membres 
de celte expression, on aura 

A(A’ U 4>x)={?x— j ,<f(x— %) -4-7-^ -<P(x— a£) — etc..} 

_{^x-Ç)- 2 ..(p(x- a Ç)-|-Ç.îi=i.(p(x- 5 g)-etc.} 

—ip x ±! . p(x — ■ 7 • . 7 . 

X<f(x — 5f)-f-etc.; 

et l’on a aussi, en vertu de l’expression (a), 

A(A“^x) = A^^'tpx = <px — — . ip(x — Ç) 

4- •♦(•*— aÇ)— «te- 


(*) On pourrait en général prendre (ay pour coefficient , a étant une quan- 
tité arbitraire ; ce qui donnerait lieu à une considération nouvelle de la théorie 
de* différence* , dont noue parlerons dan* une autre occasion. 
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De plus, l’expression generale (a) a lieu pour tous les ordres /jl 
correspondans aux nombres entiers négatifs , et se rapporte alors 
aux fonctions des différences inverses , aux intégrales ou sommes , que 
nous désignerons suivant l'usage par 1. En effet , faisant pc négatif 
dans l’expression (n) , elle deviendra. . . . (4) 

2>jc==<px4-^ . p(x— ^ • ♦(*—*?) ■+■ etc. .- 

Or, en prenant la différence des deux membres de cette nouvelle 
expression , on aura 

A (s'Vr) = { x -f- £ . <p(.r — £) -I- £ . . <p(x— a£) -f-etc. } 

== ? JC +^ 7 ~ • <P(x—^) + ''-~ • £ • ?(•*—■ a£)4-etc ; 
et l'on aura aussi , en vertu de l’expression (4) , 

A (2 Vr) = = <pjr -f- . ç(x — Ç) 

+ <L= T 1 -j- , P(x—zÇ) — eto- 

EnCn, Texpression générale (a) et son inverse (4) , ont lieu pour 
tous les ordres u correspondans aux nombres fractionnaires , irra- 
tionnels et même imaginaires. Mais , dans ces cas , les fonc- 
tions px et "S^qx n’ont aucune signification. Les valeurs des 
expressions (a) et (4) sont alors purement contingentes , et tirent 
leur possibilité de l’algorithme technique de l’interpolation dont il 
sera question ci-après. — C'est ici le lieu d’observer que les fonc- 
tions algorithmiques qui peuvent, par le moyen de l’interpolation, 
recevoir des valeurs déterminées pour toutes les valeurs de la quan- 
tité variable dont elles dépendent, ne sont point pour cela pos- 
sibles dans tous les cas , on du moins n’ont point nécessairement 
une signification dans tous les cas. Ainsi , lorsque la Commission 
de l’Institut qui a jugé cet Ouvrage, dit, daps sou Rapport, que 
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les facultés algorithmiques peuvent , comme les puissances , avoir 
leurs irrationnelles, parce qu'elles sont susceptibles d'interpolation, 
on pourrait en conclure que ces irrationnelles peuvent ou ne peu- 
vent avoir aucune signification. 11 n'en est pas ainsi : les facultés 
algorithmiques ont des irrationnelles par leur nature même , et 
ces irrationnelles sont susceptibles d'une signification immédiate , 
comme nous le montrerons dans la Philosophie générale des Mathé- 
inathiques. Tout au contraire , et nous devons en prévenir ici , 
l’interpolation n'a elle-même de prise sur les fonctions algorith- 
miques , que lorsque , dans leur généralité , elles peuvent être 
exprimées p3r des facultés algorithmiques ; et c’est même là la vraie 
métaphysique , on le principe de la possibilité qu'il y a d'appliquer 
la méthode techuique de l’interpolation. 

Venons maintenant à la loi fondamentale de la théorie générale 
des difi'érences. — Nous avons dit , dans la déduction de cette 
théorie, qu’elle a pour objet les lois de l’influence systématique de 
la sommation sur la génération des quantités où domine la gradua- 
tion : c’est ainsi , en effet, qu’il faut envisager les fonctions qu’on 
soumet au Calcul des différences et à celui des différentielles. Or, 
vu cette double origine , l’influence de la sommation et la prépon- 
dérance de la graduation , on conçoit à priori , à cause de l’unité 
transcendantale qui lie ici ces deux algorithmes , qu’il doit y avoir , 
dans la théorie des différences, une loi générale pour cette liaison 
des deux algorithmes primitifs et hétérogènes qui concourent , 
comme élémens, à la formation des fonctions des différences, directes 
et inverses. — Cette loi a lieu effectivement; la voici:. . . . (c) 

à (Fx.Jx) ss Fx . A fx -f- ^ . &Fx (a j 'fx — A^/x) 

-+• A*Fr(A ,t ' -3 /x — 

-h j ■ A 5 Fx(A fi— 5 /x — 3A U— 2 /x-f- 3A U 'fx — A “fx) 

■+■ etc. ; 

et son inverse en faisant n négatif. ...{<!) 


* 


I 


— Jay-GüP 



PHILOSOPHIQUE.. fy: 

X.\Fx ./x)=Fx . Z“fx— j . ±Fr(X h+ 'fx—Zy.r) 

+ ï , c±i . ^Fx^+y*— *&* '/x+ 1>; 

—t . e±i . C±î . *’Fx(2 ft +%— 32 M+a A4“5ï“ + ï^/r) 

ta o 

+ etc. ; 

/^r et /jr étant deux fonctions quelconques de x. 

En effet , le développement que présente cette loi , est le dé- 
veloppement d’un produit de deux fonctions, au moyen des diffé- 
rences des facteurs de ce produit; or, comme appartenant à l’algo- 
rithme de la reproduction , ce produit dépend essentiellement de 
l'algorithme de la graduation (*) , et accuse par là, dans la fonc- 
tion développée ( Fx.fx ) , une prépondérance du principe de ce 
dernier algorithme; tandis que les différences des facteurs accusent 
immédiatement l'algorithme de la sommation. Ainsi, les dévelop- 
pcmens précédons (c)et(d)qui forment la loi en question, expriment 
l’influence systématique de l’algorithme primitif de la sommation dans 
la génération d'une quantité où domine le principe de l'algorithme 
primitif de la graduation. 

C'est cette loi ( et non le théorème de Taylor (**)) qui est la loi 
fondamentale de toute la théorie des différences, directe et inverse ; 
et c'est elle qui forme le principe de toutes les propositions de 
celte théorie. Elle est , pour la théorie générale des différences , 
le Calcul des différences et le Calcul des différentielles , ce qu’est 
le binôme de Newton pour l’algorithme de la graduation. — A 


(*) Lorsque les facteur» sont identiques, ce produit rentre immédiatement dans 
l’algorithme de la graduation. 

(**) La méthode , ou, comme on dit, le théorème de Taylor , est une expres- 
sion TECHNIQUE très-particulière, ainsi qu’on le verra dans la suite de cet Ouvrage. 
Cette méthode ne peut donc , comme on l'a cru , servir de principe à une branche 
essentielle de la Théoriede l'Algorithmie, à la Théorie des Différences. — Un des 
itteonvéniens très-graves des différentes théories de dérivations qui prétendent 
expliquer le Calcul différentiel , c'est qu'elles sont fondées sur la méthode de 
Taylor, qui n'est qu'une expression technique, et qu'elles confondent ainsi la 
'Hiéorie avtc la Teclinie de l'Algorithmie. 
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cause des deux facteurs qu’elle sert & développer, on pourrait, par 
analogie , nommer cette loi générale binôme des différences. — De 
plus, cette loi, ainsi que le binôme de Newton, est essentielle- 
ment théorique, quoiqu’elle ait ,■ comme ce binôme , la forme des 
développcmens techniques ; et ce n’est qu'à cause de cette forme 
que nous la retrouvons ci-après, avec le binôme de Newton , parmi 
les principes généraux de la Technie algorithmique. 

Pour mieux concevoir la généralité de la loi que nous donnons 
ici pour la loi fondamentale de toute la théorie des différences, 
directes et inverses , et sur-tout pour comprendre la raison de ce 
que cette loi s'applique immédiatement à une fonction de la repro- 
duction , savoir Fx Xfx , et non à une fonction de la graduation, 
savoir (Far/', dont elle est cependant le véritable développement , 
faisons les observations suivantes. 

D’abord, pour qu’uue loi qui donne l’expression des différences 
et différentielles , directes et inverses , soit la loi fondamentale de 
toute la théorie des différences , il faut qu’elle embrasse toutes 
les fonctions algorithmiques possibles, et nomméineut les trois 
fonctions algorithmiques primitives , la sommation , la reproduc- 
tion et la graduation , dont toutes les autres sont formées néces- 
sairement , c'est-à-dire , il faut qu’elle embrasse les trois cas 

a“ ( Fx H-/x) , A “ ( Fx x/x) , A" ( Fxf*). 

Mais, d’après la nature des différences , le premier de ces trois cas 
est donné immédiatement, savoir 

( Fx -f- fx) = A t*Fx + A Pjx ; 

• 

il ne reste donc en question que les deux derniers de ces trois cas. 
Or , nous allous prouver que , pour la théorie des différences , le 
troisième cas est contenu immédiatement dans le second ; de 
manière que la loi que nous avons donnée pour la loi fondamen- 
tale , et qui s’applique au second de ces trois cas , à la fonction 
de la reproduction , embrasse nécessairement la fonction de la 
graduation , et par conséquent toutes les autres fonctions algo- 
rithmiques possibles. En effet, soit proposée la fonction de gradua- 

tion 4x , 4 et $ désignant deux fonctions quelconques : faisons 

4 
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= Fjc "Xfx, 

Fx et fx étant deux fonctions de x, dont l’une , par exemple fx , 
peut être considérée comme donnée ; et nous aurons 

LFx — <px. LQx — Ifx , 

et partant 

à? LFx — ùf (<px x L$x) — tfLfx. 

Ainsi, les différences du logarithme' de la fonction Fx se réduisent 
au cas des fonctions de la reproductif, savoir <fxX L<t>x. Mais, 
suivant la loi en question, on a 

A“($x ?x ) = ^ (Fx x fx) = 

Fx . A ,u /x -f- ^ frFx (A^ 'fx — A^/x) -f- etc. ; 


il reste donc seulement à savoir si on peut , par la même loi ,' 
avoir les différences d'une fonction Fx , au moyen des différences 
du logarithme de cette fonction , pour reconnaître que le cas des 

différences A M (<tx* x ) se trouve contenu dans celui des différences 
A^ÇFx Xfx). Or j on a 

ALFx = LFx - LF(x - 


g étant, comme plus haut, l'accroissement dont dépendent les diffé- 
rences ; et partant 


qui donne 


A LFx Fx — F{x — £) aFx 

e 1 ~ F(*- 5 ) — • 

A Fx = F(x — £) x (e AtFx — .), 


et par conséquent, en v%rtu de la loi en question , 

a”Fx = F(x — Ç). A* - ' ( e ^ Fx — ,) 

+ ÎZ i . AF( * — Ç ) . (A' k_3 (e âiFx — i ) — A X— 1 (e àLFx —i )) 
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expression dans laquelle on a en général 

A v (c &LFx — ,) = A‘ w (ALFx)^A*(ALFx x ALFx) + etc. 

Il est donc vrai que le cas des différences des fonctions de la 
reproduction embrasse celui des différences des fonctions de la 
graduation, et par conséquent les différences de toutes les fonc- 
tions algorithmiques possibles. Ainsi, la loi que nous avons donnée 
pour la loi fondamentale de la théorie générale des différences, 
embrasse réellement toutes Jes fonctions algorithmiques; et il reste 
seulement & prouver qu’il nc^saurait y avoir aucune autre loi fon- 
damentale, ou plutôt que la loi qui serait foudée immédiatement 
sur les différences des fonctions de la graduation, ne saurait, par 
elle-même, embrasser les différences de toutes les fonctions algo- 
rithmiques possibles , cl nommément les différences des fonctions 
de la reproduction. 

Cette seconde preuve est également facile. En effet, si la fouction. 

proposée était ftx J'x ; pour la ramener à la fonction Qx fx , ou. 
aurait 

$xT.<bx = LFx + Lfx ; 
et considérant la fonction 4 >x comme donnée , 



et partant 

A~<px=*-(LFx x 4- ^(Lfx x ■—); 

de manière que, pour avoir les différences de Tune des deux fonc- 
tions qui composent la fonction de graduation , il faudraildejà 
avoir la loi des différences des fonctions dw la reproduction. 

Ainsi, la loi en question est réellement la loi fondamentale de 
toute la théorie des différences ; et nous savons maintenant pour- 
quoi elle s’applique immédiatement aux fonctions de la reproduc- 
tion , et non aux fonctions de la graduation , comme fa nature de 
la théorie des différences paraissait l’exiger. 
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Voici la déduction algorithmique de celte loi. — Faisons en 
général (e) 

(A'*/*) r =(— ^ . A^ -3 /r — etc.} , 


t étant un nombre entier quelconque ou zéro; et nous aurons, pour 
la loi dont il s’agit , l’expression abrégée 


A U . r , _ j ni"— !)(/* — »)•••(.■ 

A (rx .fx) = A i. a i:;. r 


.<*-(•— O) 


ùJFx.{a u fx) t ; 


A désignant l’agrégat des termes corrcspondans à toutes les valeurs 
entières de r, et à celle de r=o % De plus, pour généraliser cette 
expression , et pour l’étendre par là au cas de n négatif, au cas 
des différences iaverses, employons , dans leur nature, les facultés 
qui entrent dans cette expression ; et nous aurons ( f ) 

A "(Fx./x) = A Çà'A^. 


Or , la différence du premier ordre de cette fonction est 

A(A "(Fx./x)) = A^[a’ Fx.(^/x)-^F(x^).(A u /Xx-^)) r j, 

% étant l’accroissement de la variable x, dont dépendent les diffé- 
rences ; et l’on a 


A F(x — Éj) = A "Fx — AA "Fx = A Fx — a" + ‘ Fx , 

(A’Xx-f)) ,=(*>),- A (A*/x) r =(A *fx\- (A »+'fx\. 
Donc, 

a“ + ’ ( Fx .fx) — J'—jr - A Fx.( A h+ 'fx) r +Af—^ x 
X A'+'/x.fCA»- (A *+'fx\ ) , 


A désignant toujours l’agrégat des termes correspondans à toutes les 
valeurs entières de >>, et à celle de r=o. Mais, en considérant sé- 
parément le terme correspondant à i>= o, ou a évidemment 
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^+' ,r_\ r- »f*+ 1 / 


a»*' 1 A v r. /■»!'*+>.<• \ i i 1 . 

^-| r .û Fx.(^ T /x) p ===^.^ T /x+^— —x 


X A v+i Fx.(A^ +, /x) i+i ; 

et l'on a de plu» (A^/x)^ — (A u ^"|/x)^ = 

= (-,)’.{ A> - ï . "“'/r + ï . L=- . - etc. } 

-<—)'•{ S + 'A~ • »> + ;• '-=i . A’-ÿ, - «..} = 

c’est-à-dire .... (g) 

(ùfftx-Q).** ( A» r - CA " + »,= (A" + » |+1 - 

Alnsi , la dernière expression de A‘“~*" ' ÇFxfx), sc réduit à celle-ci 
A“ + '(Fx./x) = Fx.^fx+A +Ç) x 

X #+ , Fx.(A^+» >+i ,- 

dans laquelle 

m' 1- * Oi — r> . (. + !)_ Cm-I- 

,(«+t)fl ”r” ,.|l ,('+>!!■ 

Nous aurons donc définitivement 

A M+1 ( Fx ./x) = Fx . S+'fx + ^ X 

X A' +, Fx.(A , ‘ +1 /x) r+ir 

et par conséquent 

A M+ '(Fx .fx) = ^ ( — + ^-— . A r Fx . (a"+ '/x) f ; 

et c’est aussi ce que donne immédiatement l’expression (f) de la 
loi fondamentale dont il est question. — 11 suffit, donc que cette loi 
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soit vraie dans nn seul cas , pour l’ètre dans tous les autres; et elle 
l'est évidemment dans le cas de o , où elle donne 

A* ( Fx .fx ) = Fx .fie. 

Ce n’est point ici le lieu de faire dériver, de cette loi, les diffé- 
rentes propositions de la théorie des différences : cette tâche appar- 
tient entièrement à l’Algorithmie elle-même. — Nous nous conten- 
terons de nous arrêter sur une dérivation particulière de celle loi 
fondamentale, qui la caractérise essentiellement comme expression 
théorique , et qui , à certains égards, appartient encore à la philoso- 
phie de la Théorie des différences. 

Lorsque /x= t , l’expression générale (d) donne. ... (A) 

2 ( Fx./x ) = Fx. tfx — AFx .(2 'fx — 2/x) 

+ A 'Fx .(2 fx — a2 fx -+- 2/r) 

— A >Fx . (2 fx — 32 fx -h 2/x — ) 

-H etc. 

Or, en faisant, comme dans la déduction précédente, 

(2/c). = 2/x 
(2/r), ±s 2/x — 2 'fx 

(2 fx). ~ 2/c — al*/* + Vf* 

(2/r), = 2/c — 52 'fx + 32 fx — 2/r 


(2 /x)=2/x-f. 2/x+f^.2/x-I.Î=1.^.2/x-f-etc. ; 

l’expression (A) prendra la forme (i) 

2 (Fx .fx) = Fx . (2/r).+ AFx . (2/r) , -f- A*Fx . (2/r ). -+■ etc. 
De plus, en observant que, suivant l'expression (g), on a 
(2/x). = (2/r). — 2 (2/r). 

(2/r). = (2/r), -2 (2/r), 

(2/c),.= (2/x)^_ l - 2 (S/*)_, ; 
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cm verra que l'expression (/) peul être transformée, par elle-même', 
en uue infinité d'autres dont chacune séparément est finie ; les 
voici : . . . (X-) 

Z(Fx.fx) — Fx.Zfx + S{AF.c.A(ïA),} 

= Fx.i/x -f- AFx.(2/x), + 2{ A*Fx. A (S/r).} 

= Fx.X/x -f- A Fx.ÇZfx), 4- &'Fx.(ïfx\ 
4-2{A 3 >x.A(2/r),} 

= etc. etc. 

Cette loi particulière forme évidemment une expression théorique. 
Elle est le principe fondamental de toutes les sommes ou intégrales 
du premier ordre; et elle présente l'avantage particulier de pouvoir, 
dans le développement indéfini, négliger , à chaque terme, les 

quantités qui se détruisent dans la jonction des facteurs & r Fx et 
A(2A),- 

Il est sans doute superflu de rappeler que tout ce que nous venons 
de dire concernant la théorie générale des différences , s'étend 
nécessairement au calcul différentiel , direct et inverse , qui en 
est une branche , suivant la déduction architectonique que nous en 
avons donnée plus haut. Mais nous devons remarquer que les 
expressions (e) et (d) de la loi fondamentale de la théorie géné- 
rale des différences , deviennent plus simples dans le cas parti- 
culier du calcul des différentielles. Eu effet, les différentielles des 
ordres plus élevés disparaissent devant celles des ordres moins 
élevés; de manière qu’en désignant, suivant l'usage, par d et /les 
différentielles directes et inverses , les expressions (e) et (d) de h» 
loi fondamentale deviennent. ...(/) 

d\Fx.fx)=zFx.d'fx-Jr j.dFx.d*~'fx + 

X d‘Fx.d u "*fx 4 - etc , 

f^Fx.fx) = Fx.f'fx - t.dFx.f'+'fx + 7.^ 

X d'Fx .f /+ ’/x — etc. , 

en observant qn’il faut multiplier par (dx)^ les deux membres de 
la dernière de ces deux expressions. 
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U en est de même de la loi fondamentale particulière (g) pour 
les sommes ou intégrales du premier ordre. Daus le cas du calcul 
différentiel, elle est simplement.... (m) 

f(Fx.fx) = Fx.ffx — f{dFx , ffx } 

= Fx.ffx - dFx.f'fx +f{d‘Fx.ffx) 

= Fx.ffx — dFx.f'fx -+- d' Fx.ffx —f{d' Fx.ffx) 
= etc. etc.; 

où il faut multiplier les deux membres de ces égalités par la dif- 
férentielle dx. 

Quant au calcul de la variation des différences (*), il n’a point 
de lois particulières ; il est soumis aux lois générales de la théorie 
des différences. La particularité caractéristique de ce calcul, con- 
siste en ce que les différences y sont considérées comme indéter- 
minées , ainsi que nous l’avons déjà dit en donnant la déduction 
archi tectonique de la théorie générale des différences et de ses 
brandies particulières : ce sont ces différences on différentielles indé- 
terminées , qu’on appelle variations. — La raison de ce que le calcul 
des variations n’a et ne peut avoir de lois particulières , consiste 
en ce qu’il ne dépend que d'une circonstance logu/ue (la «letermi- 
nation ou l'indétermination des différences ), et nullement d’une 
circonstance transcendantale. 

Nous terminerons cet article concernant la théorie des diffé- 
rences , en observant que la loi fondamentale de cette théorie é que 
nous avons appelée binôme des différences , peut, comme le&iudme 
de Newton , se transformer facilement , et en vertu d'elle - même , 
en expression d'une fonction trinôme , télranome , et en général 
d’une fonction polynôme quelconque. En 'effet, en ne nous attachant 
ici qu'aux différentielles , l’expression de la loi fondamentale ou du 
binôme des différentielles , est évidemment 

d x (Fbc.fx) = A ?.(£r ■> ( * ~ ~ ^ J Fx . 

en désignant par A l'agrégat des termes correspondons à toutes 
les valeurs entières et positives de v , et à celle de » =o. Mais , 


(*) La Méthode des variations. 
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pour généraliser celte expression et pour l’étendre par là au cas 
de fi négatif, au cas des différentielles inverses ou des intégrales, 
employons ici dans leur nature, comme nous l’avons fait plus 
haut , les facultés qui entrent dans cette expression. Nous aurons 
ainsi 

tf(Fx.fx)= A . (tFx . <t~’fx f 
ou bien , * 

dt{Fx.fx ) = 4 . et Fx.f-'fx . . . .(«), 

à cause de 

= i. — 0— 0}’" = 

Or, si l’on a fx-=.F,x.fx, l’expression précédente ( n ) contien- 
dra celle de df r (F,x.f,x) , qui suivant (n) est 

<t~'(F,x.fx) = A , • d'F \x . (f-'~ , 'fx , 


A. désignant l'agrégat des termes correspondans à toutes les valeurs 
entières et positives de », , et à celle de »,=o. Ainsi , en substituant 
cette dernière expression dans (n), on aura 


et* (Fx. F, x .fx)] =A 


i/*l« 


,».!> .,(/*—>— t.)l 


.et Fx ,d 'F,x.tt* ' *'fx t 


en dénotant par A l’agrégat des termes correspondans à toutes les 
valeurs entières et positives de r et », , et à celles de »=o et »,=o. 

En procédant de la même manière au développement du facteur 
fx , on trouvera qu’en général .... (o) 

Fx . F,x . JFV* . . . fx) = 

, d’Fx.J'F,x<T f/| i 

l'l , . l *.|>.,»d«.. . ». — « * 1 * 


A désignant l'agrégat des termes correspondans à toutes les valeurs 
entières et positives de s », »,...., et à celles de» = o,»,= o, 

~ i ■ O » • * » 


Ainsi 
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Ainsi, en observant que c'est là proprement la forme sous la- 
quelle se trouve l'expression de la puissance /a d’un polynôme , 
on aura. ...(/>) 

d u (Fx . F,# . F,x . . .) = (dFx-f- dF,x-f- dF,x. . . } , 

en ayant soin de donner, aux différentielles d , les exposans du dé- 
veloppement de ce polynôme. 

Venons au second des trois cas dans lesquels peut avoir lieu la 
diversité systématique qui, dans la nature des quantités algorith- 
miques, résulte de la réunion des deux algorithmes primitifs et 
opposés , de la sommation et de la graduation. — Nous avons vu 
que ce second cas répond à l'influence systématique de la gradua- 
tion dans la génération des quantités où domiue la sommation, et 
qu'il donne lieu à un calcul nouveau que nous nommons Théorie 
des Grades. — Voici ce qu’il en est. 

En considérant les fonctions d’nnc ou de plusieurs variables , 
comme exprimant la génération par sommation des quantités algo- 
rithmiques , on peut , sous le point de vue opposé à celui des diffé- 
rences, envisager la variation de ces quantités par rapport à la gra- 
duation. 11 en résulte un algorithme systématique particulier , essen- 
tiellement distinct de celui que nous venons d’examiner, c’est-à-dire, 
de la théorie des différences. — Cette seconde manière d'envisager la 
variation des quantités algorithmiques , dérive évidemment , suivant 
la déduction architectonique que nous en avons donnée plus haut , 
de la même source d'où dérive celle sur laquelle est fondée la 
théorie des différences. 11 est donc avéré à priori qu'il doit exister, 
ou du moins qu’il peut exister uu autre calcul analogue à celui des 
différences , mais opposé à lui par la nature de l’algorithme dont 
l’influence systématique y a lieu. Dans le calcul des différences , 
c'est la sommation qui influe dans la génération des quaulités où 
domine la graduation ; et dans le calcul en question , c’est la gra- 
duation qui influe sur la variation des quantités où domiue la 
sommation. 

Ce calcul existe effectivement. — Soit y une fonction d’une 
variable x, que nous désignerons par ifx, de manière que 


j — fx. 


8 
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Concevons que l'exposant de x reçoive un accroissement , et dési- 
gnotis-le par yx ; il est évident que l’exposant de y doit recevoir 
{'gaiement uu accroissement; et si nous désignons ce deruier par 
y y , nous aurons 

y 1 * 7 * = <f(x +yx ) 

Or , en divisant ces valeurs dérivées par la quantité primitivej'^çj:, 
ou aura. . . . (*) 

J Qj; 9 

et ce sera l'accroissement par graduation de la fonction <fx , cor- 
respondant à un accroissement pareil de la variahle x. 

Cette variation par graduation suit nécessairement des lois par- 
ticulières ; et c’est l’ensemble de ces lois qui forme le calcul dont il 
est question. — Nous le nommerons Théorie ms Grades, commet 
nous l’avons déjà dit; et cela, parce que nous appellerons en général 
crades (*) les quantités que nous venons de désigner par yx, yy. 

La tbéoric des grades forme donc encore une branche nécessaire 
et essentielle de l’Algorilhtuie. — De plus , eu observant que les quan- 
tités yx, yy, peuvent être considérées coinme_/inicr,ou comme infini- 
menl petites , on verra que celte théorie , comme la théorie gé- 
nérale des différences, doit avoir deux branches particulières. Nous 


(*) Il parait hors 8e doute que le mot grade est 1a traduction latine moderne 
du mot arabe dergeh , qui signifie originairement l'échelon d'une échelle ou le 
degré d’un escalier, et qui provient du verbe daraga (gradatim progredi). Il 
parait également hors de doute que les Espagnols , qui d'ailleurs ont le mot grade , 
en furent les premiers traducteurs. — Peut-être le mot français degré provient-il 
immédiatement du mot arabe dergeh. 

Les Arabes ont employé leur dergeh pour rendre le motpsifst de Ptoléroée, que 
les anciens Latins traduisaient par 1e mot pars. Ce n'est que dans les traductions 
des Arabes , que le mot latin gradas fut employé dans la signification d'un degré 
du cercle. Il est vrai que Manilius dit de l'équateur : 

Quatuor et gradibnt »na fila reducit ab nta ; 

mais ce n'est ici qu'une expression poétique qu'il emploie au lieu de parc, et qui 
d'ailleurs signiGe chez lui six degré*. 

( Ces recherches historiques appartiennent aux professeurs Kaestner et 
Tychscu). 


PHILOSOPHIQUE. 4g 

nommerons gracies ( strictement dits), les quantités y x, yjr , lors- 
qu'elles sont considérées comme «finies , et gradules , lorsqu’elles 
sont considérées comme infiniment petites ; et nous aurons ainsi , 
par analogie avec les deux branches de la théorie des ditl’éreuces, 
le Calcul dis Grades et le Calcul des Gradules. — Enfin, les 
accroissemensqui font l’objet de la théorie générale des grades , pen- 
vent être considérées comme déterminés ou comme indéterminés; 
et cette théorie admet encore , comme la théorie des différences, 
deux branches particulières, savoir, le Calcüldes Grades déter- 
minés, et le Calcul des Grades indéterminés, ou le Calcul de 
LA VARIATION DES GRADES. 

Voilà ce qui, concernant la théorie des grades, appartient à 
l’Arcliitectonique des Mathématiques. — Voici quelques aperçus 
philosophiques de cette théorifc elle-mcme. 

D’abord , il faut avoir l'expression générale du grade et du gra- 
dule d’une fonction quelconque, au moyen d'autres algorithmes 
conuus. — Pour cela, reprènons l'expression (*) 

?y _ 

■S, — ’ • 

et faisons 


* , + >l =•*4-?, 


pour lier les grades avec les différences au moyen desquelles nous 
allons exprimer les premiers. Nous aurons ainsi. . . . (j£) 


jyy , _ g(r-H)— 

J fx fx * 

% étant l’accroissement dont dépend la différence A. Or , nous avons 
vu plus haut que 

ûpx = <p(x-^).(e 4ifX -,); 


d’où il résulte 

A? (x + £) = <px . (e A/ ^ Cx + i). 

Substituant cette valeur dans ( 0) , nous aurons. . . . (y) 


y yy _ e ^(*+ï). 
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et par conséquent 

Telle est donc l’expression du grade d'nne fonction $x. — Lors-' 
qu’il s’agit du gradule, la quantité £ doit évidemment être considé- 
rée comme infiniment petite, et la différence A qui eùtre dans cette 
expression , devicul une différentielle ; de manière qu’on a alors 


dr+x 


en désignant les gradules par la lettre latine g , par analogie avec la 
notation des différentielles. 

Mais ce ne sont encore là que les expressions du grade et du 
gradule du premier ordre ; et il faut observer , comme nous allons 
le faire , que les grades et les gradules sont susceptibles , ainsi 
que les différences et les différentielles, de tous les ordres possibles, 
positifs ou négatifs. En effet, reprenant l’expression (y) 


yy (* + £) 

• 7 — e » 

oii aura évidemment 

yy+y>y _ al 

7 — e > 

en désignant par y t y ou yjpx le grade du second ordre de la fonc- 
tion <px , et étant , comme plus haut , le grade du pre- 

mier ordre de la fonction ç(x - (-£). — Or , en divisant respective- 
ment les deux membres de cette dernière égalité par ceux de 
l’expression (y) dont elle dérive , on obtiendra la valeur 


7™ = 






qui , en vertu de la même expression (y), est 

y x y &Lt A 1 + ' J;I a.a/^(x + af) 

y — & — ^ 

Donc le grade y. y ou y % ÿx du second ordre d’une fonction <px , 
sera 
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et le gradule du même ordre 


5 i 


A'f4 

y,<px — ^ < 


d*L$X 
S‘f x — Lfx ' 

En procédant de la même manière , on verra que les grades et 
les gradules sont susceptibles, comme les différences et les diffé- 
rentielles , de tous les ordres possibles , positifs ou négatifs ; et 
l’on trouver», pour un ordre quelconque fi , les expressions gé- 
nérales 

V J = — zp » V ’ 

comme nous allons le démontrer. — La premier* de ces expres- 
sions générales , qui embrasse la seconde , donne 

et prenant le grade de l’ordre suivant , 

w* = jew-+x>t J, ** , * m . ■ 

Or, en divisant respectivement, l’un par l’autre, les deux membres 
de ces deux dernières égalités., on obtiendra 

et en vertu de l'expression (>) , 

v éx A ^a£v(«+è“+«)e) a*. *£,{*+(*•+ *)|) 

far' , * ,T =e =e 


Donc , 


V»-l 9 * = 


A^+'£»(x 4 -(u-<-.)g) . 

Lfx ’ 


et c’est aussi ce que donne immédiatement l’expression hypothé- 
tique générale de laquelle nous sommes partis. Si donc cette expres- 
sion est vraie dans un seul cas , et elle l’est évidemment dans le 
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cas de /r = o , elle le sera dans tous les autres, quelle que soit la 
valeur de ]x, positive ou négative. Nous aurons donc effectivement, 
pour les grades et pour les gradules, d’un ordre quelconque ju, les 
expressions générales. . . . (<f) 


yj> x 


~ Ùï 1 


g^X — 


,rr,T 

Lçx 


Lorsque u. est un nombre entier négatif, on a ici les grades et 
les gradules inverses qui répondent , dans la théorie des différences, 
aux différences et différentielles inverses, aux sommesau intégrales. 
— Mais une circonstance caractéristique, qui rompt l'analogie de 
la théorie des grades avec celle des différences , se présente ici : 
le grade de l’ordre désigné par zéro , ou celui qui sci‘t de transi- 
tion des ordres positifs aux ordres négatifs , est égal a l’unitc , et 
non , comme dans la théorie des différences, à la fonction même 
dont on considère les grades. Cette circonstance provient de ce que 
les différens ordres des grades se rapportent aux accroissemcns con- 
sécutifs , par graduation , de la fonction en question , et non aux 
accroissemcns de ces grades mêmes ; parce que cette dernière va- 
riation est purement contingente, et n’a, dans l'Algorithme, aucune 
signiGcalion nécessaire. En effet, c’est l'expression (y) 

J ) • 

ou originairement l’expression (a) 




qui est le véritable accroissement par graduation de la fonction y ou 
px ; et l’exposant qui détermine une seconde variation pareille de la 
fonction^ ou px, est nécessairement le grade du second ordre. 
Or, en prenant ce second accroissement, on a 

çjiyp +ry) _ < A£{*(*+5)f* w(jr+f)) 

en désignant ici par Ty le grade qui produit l’accroissement de l'ac- 
croissement dupremier ordre y'^ ; et alors la quantité 


Diqit ized by Google 


PHILOSOPHIQUE. 53 

^ * + *» _ + x/ ■ T y t 

étant divisée par l'accroissement du premier ordre y'~ , savoir 

2? — r>J r y 

donne évidemment y^ ' pour l’accroissement du second ordre , 
yySy pour l’exposant qui détermine cette seconde variation de la 
fonction^- ou <fx ; et c’est effectivement l’exposant yy.Ty, dénoté 
par y, y, que nous avons considéré comme grade du second ordre. 
— Il eu est de même des grades des antres ordres. 

On pourrait, à la vérité, prendre l'accroissement par graduation 
du grade même du premier ordre , savoir 


V )’ 1 




vV 


•}J 


(■ + 7>y) = 

£{*x}t ,+ W x > 


■OJ 


et l’on aurait yyy ou y'y pour le grade qui déterminerait cet ac- 
croissement. Mais, comme nous l'avons déjà dit, cette considération 
est purement contingente, et u’a , dans l’Algorithmic , aucune signifi- 
cation nécessaire : elle n’embrasse point absolument l’accroissement 
delà fonction./^, qui est l'accroissc-meut du premier ordre; elle ne 
l'embrasse que relativement, comme on le voit dans l’expression 


( yr ) o+'» 


■yy'iyy 


et cela , parce qu’elle ne porte que sur la variation des grades , et 
non sur la variation de la fonction elle-même. — C'eet pour dis- 
tinguer de cet accroissement des grades, qui est purement possible, 
l’accroissement de la fonction elle-mcme, qui est nécessaire, que 
sous avons désigné les véritables grades des ^jfférens ordres par des 
chiffres placés au bas des lettres caractéristiques y et g. 

Avant d’en venir à la loi fondamentale de la théorie des grades, 
que nous devons encore donner ici , déduisons , des expressions 
générales (J ) , au moins les gradules du premier ordre des fou C- 
tiou6 algorithmiques élémentaires. Les voici : 
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gx” = gx, 


. , xLx.co t.i 

g «m.x = + Lti 


Lx =nz-e*> 

g COS. X — 


ga‘=Lx.gx, 

cLx . tang. jr 


L cos. x 


e x > 


en y substituant, pour dx, la valeur qui résulte des mêmes expres- 
sions générales (<f), savoir, de 

dlj x __ dx 

g X Lx xLx ' 

Venons maintenant à la loi fondamentale de la théorie des grades.' 
Ici, comincdans la théorie des différences , cette loi doit embras- 
ser toutes les fonctions algorithmiques possibles , et nommément 
les trois fonctions algorithmiques primitives , la sommation , 
la reproduction et la graduation , dont toutes les autres sont formées 
nécessairement ; c'est-à-dire , elle doit embrasser les trois cas 


yŒx+fx), 

r* 


>^ Fx xA)i 


3 V (^)- 


Or , en appliquant au second de ces trois cas les expressions 
générales (Jj , on trouvera immédiatement 

, S ^L{F(x+u + + A' //(x + f< . 

L(Fx.fj-) T^FÏJx) » 

et par conséquent, en vertu des mêmes expressions (</), 

/r , . ^ , LFx.y^Fx+Lfx.y^fx 

y u ( Fx X fx) — nfx.fx) ’ 

et dans le cas des gradulcs 

/r< ^ v LFx.g^Fx+Lfx.g^fx 

— UFx.fx)) • 

Ainsi, les grades des fonctions de la reproduction, sont donnés 
immédiatement au moyen des grades du même ordre , pris sur les 
facteurs de ces fonctions. — Il ne reste donc en question que le 
premier et le troisième des trois cas des fonctions algorithmiques 
primitives, savoir , le cas du développement théorique des grades 
pris sur les fonctions de la sommation, et celui du développement 
théorique des grades pris sur les fonctions de la graduation. 

Or 
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Or , suivant ce que nous avons dit de la nature de l'algorithme 
des grades, comme étant la détermination de l in Aucttce systéma- 
tique de la graduation dans la génération des quantités où domine 
la sommation , il parait nécessaire que le premier des deux cas 
qui restent en question, embrasse le dernier , c’est-à-dire , que 
ce dernier cas soit contenu dans la loi qui s’applique an premier. 
— 11 en est ainsi réellement. En effet , si la fonction de graduation 

proposée était , on pourrait faire 

= Fx.fxj 

et considérant la fonction fx comme donnée , on aurait 

\ **■ 

LFx — $x . LQx — Lfx , 

et par conséquent 

y^LFx = {çx.LQx — Lfx} ; 


expression qui rentre dans le cas des fonctions de la sommation/ 
Mais on aurait principalement 


y^x^ = y^Fx.fx) = 


LFx.y^Fx+Lfx. yjr- 
L\Fx.fx) » 


et de plus, puisque 


A LF(x+rf) = LF(x + O - OS) . ( e* LLF >_ ,) , 

ou aurait accessoirement, en vertu des expressions (ef) , 

c 1 A!‘LF(x+pl)_bt‘-' {fcf(r+(|u- 1 )S)x(« 4££ ^* + '‘0_i)î . 

'y. LFx ' TFx ” » 

et par conséquent, en vertu du binôme des différences (e) , 


yf*=L - A'— (e AtiF(l+ ' 4) - .)+ X 

XALin:xH-( A i_OÎ).(A'‘-V iir(r+ ^-0-A , ‘~ , (c 4/:r,fX * +, ‘ 5) - 

H- etc., etc. J; 
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expression dans laquelle on aurait en général 

A'( e A LLF ^+lt'__ jj __ cf^LLFix + nÇ)) 4= 
’ A*(àLLF(x + rf).ALLF(x+rt))+e te. , 


et dans laquelle par conséquent on pourrait , au moyen des expres- 
sions générales (tf) , substituer , à la place des différences de 
LLF{x~\- fjL^) , les grades de LF(x-\-/jl^). 

Il est donc vrai que la loi du' développement théorique des 
grades , qui s'appliquerait aux fonctions de la sommation, embrasse 
les développemcns des grades pris sur les fonctions de la gradua- 
tion. — Mais il est vrai, de plus, que la loi du développement 
théorique des grades, qui s'appliquerait immédiatement aux fonc- 
tions de la graduation, ne pourrait embrasser les dévcloppemens 
des grades pris sur les fonctions de la sommation. En effet, si la 
fonction de sommation proposée était (<J>x-f-0.r); pour la ramener 
aux fonctions de graduation , on aurait -+- px) = Fx X fx , ou 

bien, si cela était possible , (<Px-f-px)=Fx^ x ; et dans ces deux cas , 
pour déterminer l’une des deux fonctions Fx ou fx , on aurait des 
expressions qui contiendraient toujours la fonction (<tx fx) qui 
est proposée. 

Ainsi la loi du développement théorique des grades , qui s’applique 
aux fonctions de la sommation , est réellement la loi fondamentale 
de toute la théorie des grades, directe et inverse; comme cela 
doit être suivant la nature de cet algorithme , qui , d’après la dé- 
duction métaphysique que nous en avons donuée, consiste dans l’in- 
fluence systématique de la graduation dans la génération des quan- 
tités où domine la sommation. 

Procédons à la détermination de cette loi fondamentale. — Suivant 
les expressions générales (J 1 ) , nous avons 


y^Fx+fr) 


__ A*/. { F(x -f MP 4-/(r + ) t _ 
I^Fx+fx) ~ 


HF.+fJ * 


en désignant en général par F ■ et J' a les fonctions F(x + 1 ®'£) 
cl/(x+irç). De plus, 
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en faisantfl ^ (F -f -f — Mais si l'on désigné par les 

différences de l’ordre n cl » , prises respectivement par rapport aux 
accroisscmcos jj et en a, pour une foncliou quelconque <pjr , 
l'identité 

. A* (A"m) =» à* (A’ ?x) , 

quels que soient les exposans Ai, r, positifs ou négatifs, et quels 
que soient les accroissemens g, Ç, finis ou infiniment petits. En 
effet , suivant l'expression (a) de la formation des différences , 
on a 

aÇox = A v (— O'^srr • »£)» 

A'<px s» J w ( 


eu dénotant par A w , A,, les agrégats des .termes corrcspondans 
respectivement à toutes les valeurs entières de ns et ir. Or, en 
prenant la différences A r , de la première d*e ces deux demies^ 
expressions, et la différence A* de la seconde, on aura 

( A {$ x ) = A m (— O’^tT ' - A *(— 0* * *(*—' •?—<)» 

A“{A r ç ? j) = A w (— i )*. ^7- • <(— «)*■ t ^j7- • <F(-r— — <) , 


et par conséquent 


Nous aurons donc 


A;(A f V) = A“(A' ? x). 


et nous pourrons développer la différence A u du produit • 

fl . {dF-\-df ), au moyen du binôme des différences (c) ou de la 

loi fondamentale des différences. — Mais, pour rendre cette expres- 
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sion pins simple, simplifions d'abord l'expression de ce binôme 
même. Pour cela, rappelons-nous qu’en faisant 

> étant un nombre entier quelconque on zéro , on a , suivant (g) , 
l'expression générale 

(a m+ >) (+1 =(*7( *-?)),■ 


Donc , 


en vertu de cette expression même , 


on aura (g)* 

b, 


(*», = ( A“-y(* - ? = ( a‘ = 

(A^-5?)),^. • .=(A F- y(jr— ,Ç)) o =A"~y(ar— >Ç). 


Ainsi , en substituant ces valeurs dans l'expression générale (c) dn- 
binôme des différences', on aura, pour ce binôme, une expression 
plus simple. . . . (c)' 

b u (Fx.fx)=Fx. cSfx+^.bFx.t! ~'f(x~ îl=l x 

X *‘Fx;^-*JÏx- 3 Ç)+£.?=?-.^. VFx . ^-^(*-32) 

-f- etc. 


Or, en appliquant cette expression an produit O .{dF )qui 

f* f* t' 

est en question, on obtiendra 
■ 

A 7(^+4)= • (^ 4 +^ 4 )+ £ x 

X A4- (‘/A" - ' 4_, +^-'4_, )+ f X 

X A 4 . (^““ a 4_ a -f.^- a 4_ a ) + etc.). 


De plus, en vertu des expressions générales (<f), on a leurs réci- 
proques que voici. ... («) 


. e 40-^ d'^x^^x.e * 


.4* 
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4. dénotant une fonction quelconque ; de manière qu'on pourra , 
dans l'expression précédente de A L(F +J^) t substituer, à la 

place des différences des fonctions F et /, les grades de ces fonctions. 
— Celte substitution étant opérée, on obtiendra définitivement (Q 

y l S Fx +/ x )= nFx'+j^y d ~‘ {<K Fx ■>/*+/* ■ y/ x ) x 

+7 • <KF* ■ • y p-/*) x 

x A' {F{x-\-fi%) •4-/(- r +^?))“‘ 

+7 ■ l ~ïr- d ( Fx ■ ■ y,. ) x 

X A*(F(x+^)+/(or+^Ç))— 

4- etc., etc. J ; 


et c'est là la loi fondamental* de toute la théorie des grades,' 
directe et inverse. 

Lorsqu’il s'agit desgradules, la loi fondamentale que nous venons 
de donner, reçoit une expression bien plus simple; sur-tout parce 
que les différences et les différentielles qui y entrent, en sortent 
entièrement ; et la loi ne se trouve exprimée qu’en gradulcs des 
deux fonctions Fx et fx. En effet, on a alors 


. fFr I fx ^-^. L( - Fx +/ j) - ' (drx t Afx) 

en faisant fi = (Fx Or, en développant, au moyen du 

binôme des différentielles (/) , le produit il.(dFx-\-d/'x) , et en 
remettant, en vertu des expressions (e), les gradulcs pour les dif- 
férentielles, ou trouvera. ... (a) 

g^Fz+fr) = üfÎ+^ ' ) 


£— » 


g,e n .(Fx. g h _e Fx +fx ■g^J*') ] 

+ ~r—r--i‘ e -( Fx -s‘ +f x -e u -S ) 


4- etc etc. J ; 
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«t c’est là ls loi fondamentale de toute la théorie des gradules , 
directe et inverse. — Nous avons fait entrer , dans cette dernière 

expression , les gradules de la fonction e ou e^' ^ , pour in- 

diquer par là qu’il n’y entre proprement que des gradules des 
fonctions Fx et fx ; parce qu’en prenant, au moyen des formules 

(/), les différentielles qui sont les valeurs des gradules g.e^etc. 
on aura des expressions en différentielles des fonctions Fx et /jr , 
et on pourra, au moyen des formules (t) , y substituer les gra- 
dules de ces fonctions à la place de leurs différentielles. 

Nous savons , par la nature de l’algorithme des grades, et nous 
l’avons prouvé plus haut, que la loi du développement théorique 
en grades des fonctions de la sommation , qui est la loi fonda- 
mentale de toute la théorie des grades., embrasse nécessairement 
les développemens pareils des fonctions de la graduation. Mais 
nous devons remarquer ici que ces dernier» développemens sont , 
en outre , soumis à une loi particulière très-simple , qui dérive 
immédiatement des formules générales (<f) de la formation des 
grades au moyen des différences. — Soit (Fx/* la fonction générale 
de graduation ; nous aurtfts , en vertu de la première des for- 
mules (<f), 

- F / tTLFtx +!■-£)**+*) _ A f ‘f(x + u^.Lr^x+^ . 

/ V LPxF fx.LFx ’ 

et développant la différence au moyen du binôme des diffé- 
rences (cf, et remettant , en vertu de la première des formules 
générales {<) , les grades à la place des différences, nous trou- 
verons (S) 

yFx fx =± . {f(x+Ï^Z . ^.yj { ~ x+ ~ c * .y Fx+ £ x 

X/Cx+^.Q.yS^ + ^&.y^Fr + li.i i=± X 

x/fc’+M — a ■$) +•“—* &. y^_JFx etc. ]. 

Cette expression est encore plus simple lorsqu'il s’agit des gradules : 
clic est alors (^) 
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g l f^ x —g ^ fx 7 g/ x -g^ Fx +r h -~r -g^ r s h - a Fx 

•+■ etc. 

Outre la simplicité de ces deux dernières expressions , nous 
devons remarquer l’analogie parfaite qu’elles ont, sur-tout celle des 
gradules, arec le binôme de Newton; et en nous rappelant le 
binôme des différences , spécialement celui des différentielles , 
nous découvrirons ici la circonstance très-remarquable que les 
binômes formés respectivement par les trois fonctions algorithmiques 
primitives , la sommation , la reproduction et la graduation, peu- 
ventru moyen des trois algorithmes des puissances, des différences 
et des grades , être développés sous une même forme. Voici ces 
développemens remarquables : 

(Fx-t-fx^xxfv 0 . Fx u -\~ ^ fx 1 . Fx '+7- - fx 1 .Fx? 5 -(-etc. 

d {Fx .fx)— d°fx .d * 1 Fx-\-~ .d' fx .d J ' Fx-f- “ . .(Pfx.d J ~ 3 Fx+etc. 
Sj. Fx ) fX =g.e fT •g l Fx + 7 -g> efX ■ g F *+j ■S>* fx g /t - a Fx +* tc ' 

Terminons cet article concernant la théorie des grades , en 
comparant les expressions générales (J') et (t) , que voici : 


V* — Z*î *- > 


. Jf-Lex 

*S x = -zir> 


A^=4(x— <*“4* = 


Ces expressions forment évidemment la liaison entre l’algorithme 
des grades et celui des différences : les deux premières servent de 
transition du calcul des grades et des gradules à celui des diffé- 
rences et des différentielles; et réciproquement, les deux dernières 
servent de transition du calcul des différences et des^diffcrcnticllcs 
à celui des grades et des gradules. — Mais il ne s’ensuit nullement 
qne l'un de ces calculs soit dépendant ou dérive de l’autre : ils 
subsistent , l’un et l’autre , d’une manière absolue, étant fondés sur 
des lois intellectuelles indépendantes et d’une origine également 
élevée ; aussi ont-ils chacun leurs lois particulières. 

Pour ce qui concerne Futilité ou l’application de l’algorithme 
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général des grades , ce n’est point ici le lieu d'en parler (*) : dans 
î’Architectonique philosophique , qui est l’objet priucipal de cetle 
Introduction, il ne s’agit, et il ne doit être question que de l’exis- 
tence de cet algorithme, comme d'une partie intégrante et 
essentielle de l'Algorithmie. — 11 est à remarquer , pour nous 
former une idée du degré de certitude que comportent ces déduc- 
tions philosophiques , que le calcul des grades et des gradulcs est 
un résultat de ces déductions , obtenu entièrement à priori ; et 
non , comme la découverte du calcul des différcuccs et des dif- 
férentielles, un' résultat auquel on ait etc conduit à posteriori, par 
le besoin d’employer ce calcul. , 

Venons au troisième et dernier cas dans lequel peut - avoir lieu 
la diversité systématique qui , dans la nature des quantités algorith- 
miques , résulte de la réunion des deux algorithmes primitifs et 
opposes, de la sommation et de la graduation. —Nous avons vu 
que ce troisième cas répond à l’influence systématique et réciproque 
du la sommation et de la graduation dans la génération des quan- 
tités où dominent l’un et l’autre de ces algorithmes ; et que c’est là 
l’objet de ce qu’on appelle Théorie des Nombres. 

La déduction de ce dernier cas de la diversité systématique dans 
la nature des quantités algorithmiques, est également facile. — 
11 suffit de remarquer que , d’un c6té , l’algorithme de la som- 
mation donne lieu, dans la nature des nombres , à l 'agrégation des 
unités , qui en est un des caractères distinctifs; et que, de l’autre 
coté , l’algorithme de la graduation et celui de la reproduction 
donnent lieu, dans la nature des nombres, à l’existence des fac- 
teurs, qui en est le second caractère distiuctif. Or, c’est évidem- 
ment dans l’influence systématique et réciproque de ces deux carac- 
tères distinctifs de la nature des nombres , que consiste l’objet de 
la théorie entière que nous venons de nommer , et dont il est 
question. 

Il faut observer ici que .puisque dans la théorie des nombres 
il s’agit de l’influence systématique et réciproque des deux algo- 
rithmes primitifs , et non de l’influence partielle de l’un de ces algo- 
rithmes sur l’autre, celte influence ne peut se manifester que dans 

(*) Nom ca ferons ci-aprèa une application importante. 

les 
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les nombres déjà produits par leur génération, et non dans cette 
génération elle- même. Il s'ensuit que, dans cette théorie , les 
parties composantes , Jinies ou tnjintmrnt petites , ne peuvent , dans 
la génération des nombres , être un objet de considération parti- 
culière ; et par conséquent, que la théorie des nombres n’a point, 
comme la théorie des différences et celle des grades, deux bran- 
ches relatives à ces parties finies et infiniment petites. — Mais elle 
admet, comme ces deux dernières théories, la considération par- 
ticulière des nombres déterminés et celle des nombres indéterminés ; 
en effet , on peut considérer les nombres ou les quantités algo- 
rithmiques , comme donnés par eux-n^mes ou immédiatement , 
et comme donnés par d'autres nombres ou médiatement ; et 
dans le premier cas, ces quantités sont nécessairement déterminées, 
tandis que, dans le second, elles sont indéterminées, en tant 
qu’elles dépendent de la valeur des quantités au moyen desquelles 
elles sont données. La première considération fait l’objet de la 
Tht.oiue des Nombres déterminés ; la seconde , celui de la 
Théorie des Nombres indéterminés (*). 

Voilà ce qui, concernant la théorie des nombres, appartient 
à l' Architectonique des Mathématiques. — Ajoutons quelques obser- 
vations philosophiques sur cette théorie elle-même. 

La première chose qu’il faut déterminer, c’est , comme dans _ 
les deux théories précédentes , la conception ou l’expression algo- 
rithmique de l’objet de la théorie en question. — Pour cela , soit 
un nombre donné , et soit , s'il est possible , sa triple géné- 
ration.... (A) 4 • ~ 

(i = P 4- Q , = M x N, n=R s , 

suivant les trois algorithmes primilifc , la sommation, la reproduc- 
tion et la graduation. Or, pour exprimer ici l’influence systématique 
et réciproque de la sommation et de la ^aduation dans la généra- 
tion du nombre /x où dominent, suivant les suppositions (A), l’un 
et l’autre de ces algorithmes, il est évident, d’abord «en général , 
qu'il faut déterminer les lois par lesquelles sont liées les quantités 

(*) Je craie que nous devons à Legendre l’aperçu de l'idée philosophique 
de ranger , dans la Théorie générale des nombres, l'AJgorithniie ou , comme l : on 
disait, l'Analyse indéterminée. 
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P, Q» M, N, R, S, qui entrent dans la génération de ce nombre ; 
et nommément qu’il faut établir les relations qui se trouvent entre 
ces quantités , en les considérant respectivement par rapport aux 
deux algorithmes primitifs et opposés , la sommation et la gradua- 
tion. Ou aurait ainsi les trois relations générales. . . . ( B ) 

/>+Ç = AfxA', JtfxJV=B s , J>+Q = A S ; 

en observant que l’algorithme du reproduction M x -N , qui 
participe à chacun des deux algorithmes primitifs et opposés, 
exprime , dans la première de ces relations , l’algorithme de la 
graduation, et dans la séfconde , celui de la sommation. — Mais, 
en particulier , si l'on fait attention à la nature des deux algo- 
rithmes primitifs et opposés, la sommation et la graduation , et 
• nommément â l’hétérogénéité absolue qui y est impliquée et qui 
les distingue, ou comprendra facilement, d’après ce que nous 
avons dit plus haut, qu'il ne saurait exister de lois pour la troisième 
de ces relations , qui , lorsqu'elle a lieu , est purement contin- 
gente. 11 ne saurait y avoir de lois que pour les deux premières de 
ces trois relations générales , et cela an moyen de l'algorithme de 
la reproduction , qui , par sa participation aux deux autres algo- 
rithmes primitifs, contient une unité de liaison avec ces algorithmes 
opposés respectifs, et donne lieu , par conséquent, à la possibilité 
de lois communes entre la génération par sommation et celle par 
reproduction d’une part, et entre la génération par reproduction et 
celle jjar graduation de l'autre. — Ainsi, les seules relations pos- 
sibles, sont. . . . (C) 

i>ri-Q = yl/x<tf, MxN = tf; 

et telles sont les expressions générales de l'objet de la théorie qui® 
nous occupe , c’est-à-dire , les expressions générales de l’influence 
systématique et réciproque de la sommation et de la graduation dans 
la génération des nombres où dominent l’un et l'autre de ces algo- 
rithmes. 

Voyons maintenant les lois fondamentales respectives qui, dans 
ces deux expressions , régissent l'influence systématique et réci- 
proque dont il s’agit. 
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Soient n, , n , , », , . . . , des nombres quelconques positifs ou né- 
gatifs, entiers , fractionnaires, ou irrationnels; la génération par 
sommation , au moyen de ces nombres , sera 

«. 4- "■ 4- «j + n a- 

Pour y introduire la génération par graduation , et par conséquent, 
pour établir l'influence réciproque de ces deux algorithmes, prenons • 
le développement de la puissance m de ce polynôme , savoir, de 

(". 4- n, -f- », 4*v£,)"| 

mais remplaçons, par l'unité, les coefliciens y , etc. de 

ce développement ; et désignons par 

K O. 4* », 4- n, -f- /».]■ 

cette espèce de graduation. — Nous aurons ainsi, par exemple 

K[n,4-«.]*=BÎ4-n;-|-7i,n., K[n,+n.] =n?-f-»ï4-»,n.4-n.»j4-».»j> 
K[B,4-n.4-Bi]’=«î4-'»î4-«]4-":'',4-BÎn J 4-nÎB.4-«;nr4-n>,4-nj».4- 
4- »,».»,, etc. 

Ces fonctions méritent une attention particulière : elles forment , 
comme nous allons le voir, uu clément essentiel du principe de la 
théorie des nombres. — Nous leur consacrerons la lettre hébraïque 
H, et, pour ne pas introduire de noms nouveaux , nous les dis- 
tinguerons par celui d 'aUph de la lettre que nous emploierons pour 
les désigner. • 

Or , si l'on fait 

n, 4- ». 4- n, -f -n. = N., 

quel que soit le nombre des quantités n , , n , , », , etc. , il s'établit , au 
moyen de l'unité de liaison formée par l'algorithme de la repro- 
duction , la relation générale et fondamentale qutf voici : 

K [iV. — »,]- — K [iV. — »,]" = (n, — n,) X X 

• n r , n, étant deux quelconques parmi les quantités n, , n, , etc. j 
et n» uu uombre entier arbitraire. — Pour en avoir la déduction 
algorithmique , observons d'abord que, suivant la loi de continuité 
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de la formalion des fonctions alephs, on a généralement 
On aura donc évidemment 
+ etc., 

n, étant un quelconque des nombres n„ n , , et fi un nombre 

entier arbitraire. Ainsi, on aura 

• 

« [JV.— n,]"=K [i?.— K [A.— n,rj— • +«,' x 
X K [IV. — n, — n,]* - ’ etc. , 

K [iV.— n,]"= K [A'.— n, —/),]> + n, . K [iV.— n, — /»,]—* -j-n‘ x 
X K[iV.— /»,—»,]"—+ etc. , 

n, étant un quelconque des nombres restans N. — n, — n, ; et 
partant t 

K[-V.—n,]"— . {x[.Y.— — k[jV.— n,— n r ]- } 
+n r . {«[iV.— } 

• {K[fV — n,]”— — K[JV. — n, — n r j" _ * J 
ete. 

Mais , si la relation générale qui est en question, était vraie, on 
^aurait 

pour un nombre entier fi quelconque; et alors l’expression pré- 
cédente deviendrait 

X[^.— »,]■ -«[*.—»,]-=(»,—»,)• K • K [iV.-n,]— 4-», X 
X K [iV. — n' r . X[N._nJ— -- 4 - etc. } = (n, — n,) . K [JV.]— . 

Il ne reste donc qu’à prouver que 

K [N .—n r —n''l^—t^[N.—n,—n,y=(n 1 —n l ,).x[N.—r^,Y‘- , . 
Or , en procédant à cette preuve de la même manière , on se trou- 
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«7 


vcrait nécessite à supposer le principe 

N [iV. — n, — n, — n ,]“ — K[iV. — n, — n, — nj = (/>, — »,) X 
X K[JV.— i».]'**', 

n, étant un quelconque des nombres restans N.—n p — n , — n, ; et 
remontant ainsi de principe en principe , on se verrait définitive- 
ment nécessité à supposer celui-ci 

K [TV. — (N. — n,)]" — K [TV. — (TV. “ "rF = (». — »,) X 


principe qui est connu et évident. — En revenant donc a la pro- 
sition générale dont il est question , on conclura qu il est vrai 
que, pour un nombre quelconque des quantités /!,,/>,, >/,, . • . il 
existe toujours, entre ces quantités , la relation générale. . . (D) 


quel que soit le nombre entier m ; et c’est là évidemment l'expres- 
sion de la relation qui existe entre la génération par sommation et 
celle par graduation , au moyen des quantités numériques quel- 
conques n,, n, , n,, etc. — Telle est donc aussi, pour la 
première des deux expressions générales ( C ) , la loi fondamentale 
de toute la théorie des nombres, déterminés ou indéterminés. 

En prenant les nombres n.-f-n, . . . + n. =N. , et en éta- 

blissant , entre deux quelconques n, et /y de ces nombres , la 
différence (n f — »,) égale à a , 3,4, etc. on aura , suivant cette loi 
fondamentale , pour la forme primitive de la génération de tous les 
nombres composés respectivement des facteurs a , 5 , \ , etc. , 
l'expression. . . . (E) 


ou bien 


K [» J* — N — («r — n r) • Kfo + 


c'est-à-dire 



K [TV. — n,]" — N [TV. — n,]" = («,— ",) X «[TV , 


K [TV. — «,]" — K [TV.— » t ]- , 


# 


\ 
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m étant un nombre entier quelconque. — Voilà l'origine absolue 
de l’existence des facteurs dans les nombres entiers. 

Ceux des nombres entiers qui ne sont pas compris sous la forme 
(E) , si ce n’est dans le cas où la différence («,—«,) est égale à 
l’unité, et qui cependant se trouvent, comme les autres, dans la 
suite naturelle des nombres, c'est-à-dire , dans la suite produite par 
la génération consecutive par sommation , et nommément par l'ad- 
dition consécutive de l’unité , sont ceux qu'on appelle nombres 
premiers. — On voit maintenaut quelle est la nature de ces nom- 
bres , et quel en est le caractère distinctif; on voit que ce carac- 
tère est purement négatif, et qu’il consiste dans l'exclusion de ces 
nombres hors des limites de la forme primitive (E) que nous venons 
de trouver pour la génération possible des nombres composés de 
facteurs , à l’exception du cas insignifiant ou la différence (n, — /i p ) 
est égale à l'unité. — C’est de ce caractère négatif ou d'exclusion , 
que vient l’impossibilité d'exprimer, d'une manière générale, les 
nombres qu’on appelle premiers , c'est-à-dire , l'impossibilité de 
soumettre ces nombres à une loi : ce sont leurs opposés , les nom- 
bres composés de facteurs , dont le caractère distinctif est positif , 
qui peuvent Arc soumis à des lois, et par eonséqueut recevoir une 
expression générale ; et c'est celte expression que nous venons de 
déduire de la loi fondamentale de la théorie des nombres. 

Mais ce n'est point ici le lieu de nous occuper des différentes 
propositions qui dérivent de cette loi fondamentale : celte tâche 
appartient déjà à l'Algorithraio elle-même. Contentons-nous d’en 
tirer un principe subordonné qui, de nos jours, a été introduit 
dans la théorie des nombres avec un 6uccès brillant, 

Eu examinant la loi fondamentale (D) 

« [/V, — »,]’ — — »,]" = («, — n,) X N [/VJ— , 

oùiV. = n,-t- n.-f-n, . . .+ n. , et où K dénote le développement 
d'une puissance , dans lequel on remplace les coefliciens par l’unité , 
on remarquera facilement Yidentité de la formation des deux quan- 
tités K[iV. — n,]“ et N[-Y. — /» f ]" qui concourent à la génération des 
nombres composés du facteur (n, — n,) : on verra qu'il n’existe , entre 
ces deux quantités , aucune différence de formation ou de généra- 
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tion , et qu'il n'en existe que flans la détermination particulière des 
nombres n* cl n t qui y entrent d’une manière spéciale , et dont la dif- 
férence (n f — b,) forme précisément le facteur produit par le concours 
des deux quantités «TA» — b,]“ et K A’. — »,}" . Celte identitéde for- 
mation est d'autant plus remarquable, que c'est là le principe pre- 
mier de la génération des nombres composés de facteurs, et par con- 
séquent le principe de toutes les propositions de la théorie des 
nombres , qui se importent à la première dus deux expressions 
générales (C) de cette théorie. — Distinguons donc cette iden- 
tité de la formation des deux quantités numériquos k[A. — nj" 
et «[A', — b,]", par le nom particulier de congruence , cl dénotous- 
la par le signe ~ ; nous aurons ainsi la congruence générale... (F) 
N [AT. — B,]- ès K [A. — n,]* , 

qui sera le principe théorique de tous les nombres composés du 
facleur général (b, — b,), et par conséquent le principe de toutes les 
propositions qui s'y rapportent. Quant aux deux nombres n r et n f 
qui entrent respectivement dans les deux membres de la congruence, 
nous observerons que c'est de leur différence (b, — b,) que dépend 
celle de la valeur numérique de ces deux membres , et que c'est 
dans celle différence que consiste le caractère spécifique d'une con- 
gruence particulière : nous la nommerons rnoiùdc de la congruence , 
et nous remarquerons , de plus , que c'est précisément cette diffé- 
fércncc qui forme le facteur dont est composé le nombre auquel 
ac rapporte la congruence. 1 

Voilà la déduction philosophique du principe que Gauss a intro- 
duit dans la théorie des nombres, et avec lequel il a opéré, dans 
cette théorie , une révolution aussi inattendue. On peut dire , et 
on en comprendra actuellement la raison , que les recherches qni , 
dans celte partie de l'Algoritbmic , ont été faites avant ce profond 
géomètre , n’étaient que mpsodtques (*), quelque ingénieuses qu’elles 
pussent être ; et que c’est Gauss qui le premier a donné une forme 
systématique a cette espèce de recherches algorithmiques. — On peut 
dire , de plus , que rétablissement du priucipc de la congruence 
et son application , forment la plus belle découverte faite depuis 

(*) On prend ici l'épithète rapsodique dans son acception primitive et didac- 
tique, comme opposée à l'épithète systématique. 
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cinquante ans dans les Mathématiques pures : c'est, dans l'histoire 
de ccs sciences , une époque hors de comparaison avec* tout ce qui 
a été fait dans l’intervalle que nous venons de marquer. 

Jusqu’ici , en parlant des lois fondamentales de la théorie des 
nombres , nous n’avons encore donné que la loi qui répond à la 
première des deux expressions générales (C) de l’objet de cette 
théorie. 11 nous reste à donner celle qui répond à la seconde de 
ces expressions. — Mais comme cette dernière des deux expressions 
générales (C) , savoir, J/x N —R s , ne dillere point de l’identité, 
parce qu’il ne s’agit proprement que de facteurs dans l’un et dans 
l’autre des deux membres de cette expression, on conçoit qu’elle 
ne saurait devenir l’objet d’une question théorique, et par consé- 
quent , qu’elle n’a nulle importance dans la théorie des nombres^ 
Voici néanmoins la loi fondamentale sur laquelle elle repose; mais 
nous n’entrerons dans aucun détail , vu d’ailleurs l’analogie qui se 
trouve entre cette loi et celle dont nous venons de nous occuper. 

Soient n,,n , , n,, etc. , des nombres quelconques, positifs ou néga- 
tifs , entiers, fractionnaires ou irrationnels ; faisons 

... .B» m . 


Soit de plus», et n, deux quelconques parmi les nombres n 
n j, etc.; et faisons 



» 



* 


m étant un nombre arbitraire. Nous aurons. . . . (G) 




et telle est la loi fondamentale sur laquelle repose la seconde des 
deux expressions générales ( C ). — On pourrait ici remarquer l’iden- 

— J et , et considérer 

cette identité comme une autre espèce de congruence ; de manière 
que si l’on voulait dénoter cette espèce de congruence par le signe j|| , 
on aurait. . . . (H) 



pour 




’ - -c 


Piqüized 



PHILOSOPHIQUE. 


pour le principe correspondant à la seconde de ces expressions gé- 
ne'rales (C) ; le module de la congruence étant ici évidemment le 


rapport —Mais, ce ne sont que des expressions ideuliqu 


ainsi que nous l’avons déjà’ remarqué pour légalité M X N = II' à 
laquelle elles se rapportent : ces expressions ne sauraient devenir 
d’aucune importance dans la théorie des nombres , et nous ne 
les avons exposées que pour compléter les diflëreus points de 
vne possibles en spéculation. 

Ici finit ce que nous avions à dire concernant la diversité sjstéma- 
tique qui , dans la nature des quantités algorithmiques , résulte de 
la réunion des deux algorithmes primitifs et opposés, de la somma- 
tion et de la graduation , et q'ii forme les trois branches de l'Al- 
gorithmie , la théorie des différences , la théorie des grades , la 
théorie des nombres , que nous venons d’examiner. . — Pro- 
cédons à la seconde partie de ce que nous avons nommé Théorie 
de la constitution algorithmique, à celle dont l'objet général , 
suivant ce que nous avons dit plus haut, est X identité systématique 
qui , dans la nature des quantités algorithmiques , résulte de la 
réunion des deux algorithmes primitifs et opposés , de ta somma- 
tion et de la graduation. 

Nous avons reconnu que les deux algorithmes dérivés immé- 
diats, la numération et les facultés , doivent présenter, à cause de 
leur liaison par l’algorithme de la reproduction, une véritable iden- 
tité systématique. Or , vu les schémas philosophiques que nous 
avons donnés pour ces deux algorithmes dérivés immédiats , la 
numération et les facultés, il est évident que l’expression générale 
de l’identité systématique dont il s’agit , sera. . . . (au) 


/(",+•*) •/(«. + x).f{a, + x) — 

A^.Fje- f- A,.F,x -(- A t .F,x. ... , 


en désignant par x une quantité variable quelconque , par a , , 
o» etc. , des accroissemens constans, par J\a,-{-x),f(a,-\-x) f etc. , 
la suite des fonctions qui forment l’algorithme des facultés , et par 
F je , F,x, F.x , etc. , la suite des fonctions qui , avec les quantités’ 
constantes A . , A , , A,, etc. , forment l'algorithme de la numération. 

Mais, pour remonter jusqu’au principe de cette identité, il est 
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clair qn'il faul prendre, dans leur plus grande simplicité , les fonc- 
tions désignées par y, qui forment l’algorithme des facultés, c'est- 
à-dire , qu’il faut les prendre daus l'état des quantités simples 

(«, 4->), («, -f- x ) , («,4-x), etc.; 

ear toute fonction composée f présente elle-même nn objet de 
l'identité systématique dont il est question. Nous aurons donc, pour 
cette identité considérée dans son principe , l'expression géné- 
rale. . . . ( bb ) 

(".+•*•) ( a - 4- -r) (n 3 4- x ) ..... = 

A. .F je -f- A,.F,x -f 1 A,.Fjc . . . . 

Or, pour peu qu’on examine cette expression, on verra que 
l’identité qui en est l’objet, est réellement possible, et l’on aura , 
pour la déduction philosophique que nous eu avons donnée plus 
liaut , la confirmation algorithmique de la possibilité de cette identité. 

— Il est donc vrai qu’il existe, entre les deux algorithmes dérivés 
immédiats , la numération et les facultés , une identité systématique; 
et il est vrai , par conséquent , que les lois de celte identité, comme 
indépendantes des autres relations algorithmiques , forment une 
partie distincte et essentielle de l’Algorifhmie en général : nous la 
nommerons Tur.onir. des Équivalences. 

Voici quelques considérations philosophiques sur celle théorie. 

— D’abord, pour avoir l'expression algorithmique définitive de 
l’objet même de la théorie des équivalences , il suffit évidemment 
de déterminer, dans l'expression (W), les fonctions Fjc,F,x i F,x,eic. 
Or , on trouvera 

F je == x * , F,x = x , F,x = ar% .... etc. ; 
et l'on aura , pour l’objet en question , l’expression générale., .(ce) 

(a. x) (a. -t- x) (a, + x) (a. -f - x) =s 

A..x’-\-A,.x-\-A,.x‘ 

En effet, si l’on multiplie, par (a-J-j) , le polynôme 

x" -f- Ax m ~‘ -f- Bx~-' 4- Mx -}- Nx' , 
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on obtient le polynôme 

■ x” +l 4* Par 4- Qar— 4- TU—* 
en taisant 


T J 


+ Z*' y 


P =: A 4~ a y Q = P “4* uA y P — C -f- aB , etc ; 

et il suffît que le premier polynôme se vérifie dans un seul cas , 
comme cela arrive effectivement dans le cas de ra== i. — De plus, 
non seulement le développement par sommation 


A, -4- A,x -f- A,x‘ -f- A m x“, 

qui forme le second membre de l’équivalence générale (ce), a lieu 
pour toutes les quantités a,, a,, a,, etc. , qui entrent dans le déve- 
loppement par graduation 

. # (fl.-J-x) (a % + x) (a 3 -f-x).\ (a. -f- .r) , 

formant le premier membre de cette équivalence ; mais réciproque- 
ment , ce développement par graduation a lieu pour toutes- les 
quantités A, , A,, A, , etc. du développement par sommation. En 
. effet , si l’on divise, par (a-f-x), le polynôme 

x* -4- Aar— -4- TU—* + Mx -f- AU* , 

on a, pour quotient , le polynôme 

af"— + Px m — ■+■ Qx— 1 4- TU— 4 . . . . . + Zx° , 

en faisant 

P — A — a , Q = B — aPy f? — £7 — aQ, etc. ( ». 
et pour reste, l'expression 

(— i Y . (n“— Au— ' 4- B a— — C’a—’ (— i j" AV). * 

Or , il est facile de prouver qu’il existe toujours , pour a , une valeur 
telle que 

a - — Aa— 4- Bar — .....(— i)”AV = o ; 
il suffit doue de décomposer , de la même manière, le quotient 


i 
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obtenu par cette première division , et ensuite cenx obtenus par 
les divisions subséquentes, pour s’assurer qu’il existe toujours un 
développement par graduation équivalent au développement par 
sommation, quel que soit ce dernier. 

Nous aurons donc effectivement , pour l’objet de la théorie des 
équivalences, l’expression géuérale (ce) 

(a. -+■ x) (a, 4- x) (a. -4- x) — 

A„ -I- A,x + A t sA . -f- Ajc’ , 

qui aura lieu , d’une part , pour toutes les quantités a,, a,, a,, etc. 
du développement par graduation, et réciproquement, dif 1 l’autre 
part , pour toutes les quantités A, , A, , A , , etc. du développement 
par sommation. 

Avant de procéder à la détermination des lois fondamentales de 
cette théorie, voyons les cas particuliers de l’équivalence dans la 
génération des fonctions algorithmiques élémentaires : ces cas par- 
ticuliers forment nécessairement les principes métaphysiques de 
l’éqnivalence qui a lieu dans la génération de toutes les autres fonc- 
tions algorithmiques. 

D’abord , pour ce qui concerne les fonctions élémentaires imma- 
nentes, et nommément les fonctions primitives, la sommation , la re- 
production et la graduation , en ne les considérant que dans leurs 
branches progressives, l’addition , la multiplication et les puissances , 
il est évident que l’expression générale (ce) est immédiatement l’ex- 
pression de l’équivalence qui peut avoir lieu dans la génération de 
ccs fonctions. 

En second lieu , pour ce qui concerne les fonctions élémentaires 
transcendantes , les logarithmes et les sinus , il est évident aussi 
que , pour çes fonctions , il ne saurait y avoir d’équivalence entre 
leur génération par sommation et celle par graduation, qu’autant 
qu’elles admettent des développcmens par sommation ou par gra- 
duation , soumis respectivement à la forme des deux membres de 
l’expression (cc). Or , en désignant par 1. le logarithme , par S le 
. sinus, et par y le cosinus, nous avons vu plus haut que 
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Lx = (x — i) — ~(x — i)* -+-f (x — i) 1 — etc.; 
Sx = x — -H — eic. , 

Sx= i — — H — etc. ; 

a a. 3. 4 


7 5 


en ne prenant ces fonctions que dans le système où la base est le 
nombre philosophique (î •+• . Ainsi , en comparant cette géné- 

ration par sommation , au second membre de l’expression (te) , on 
verra que les fonctions élémentaires transcendantes , Lx , Sx et S'x , 
admettent également ou ont nécessairement aussi une génération par 
graduation , correspondante au premier membre de l’expression (ce). 
Mais, le nombre des termes de leur développement par sommation 
étant infini, cclni des facteurs du développement par graduation sera 
également infini ; et c’est là la propriété caractéristique des fonc- 
tions élémentaires transcendantes. 

En troisième lieu , pour ce qui concerne les fonctions exponen- 
tielles , qui formeut une espèce dç transition des fonctions élémen- 
taires immanentes aux fonctions élémentaires transcendantes, nous 
avons vu que 


o* = i -f- La.x i.(Ztf)*.x* ^g.(Za) s .x*-f-etc. 

Ainsi , comme les fonctions transcendantes , les fonctions expo- 
nentielles ont, en vertu de l'expression (ec) , une génération par gra- 
duation d’une forme infinie, équivalente à leur génération par som- 
mation , qui est de même d’une forme infinie. Toutefois , les fac- 
teurs qui forment cette génération par graduation , sont ici tous 
égaux entre eux, ou identiques. En effet, suivant ce qui a été dit 
plus haut, on a 

«* = (. +xLa.±y, 

c’est-à-dire, 

* = . (. + *La-~) ■ (. 4 -•*&»•£)• • • elc ' J 

circonstance qui ramène ces fonctions à l’algorithme simple de# 
puissances , tandis que , dans les fonctions transcendantes , les faC- 



* 
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tcurs Je U génération par graduation, forment récllementralgorithme, 
des facultés. 

En quatrième et dernier lieu , pour ce qui concerne les fonctions 
élémentaires immanentes , considérées dans leurs branches régres- 
sives , la_ soustraction , la division et les racines, soit en général la 
fonction élémentaire x"-f-( — i)", dans laquelle ni et n sont des 
nombres rationnels quelconques , positifs ou négatifs , entiers 
ou fractionnaires ; on aura 

x" 4- (— »)" = (<* -t- (x — «))• + (— i)‘ = 
o m 4- (— i )" •(* — a )~h j • - 1 •«""* .(x— a)*+ etc. 


qui peut sfe réduire à 1^ forme 

x" -f- ( — \)' = A,- f- A,x 4- -f- etc. ; 

et l’on verra , par la première de ces expressions , ''où a est une 

quantité arbitraire , que le développement par sommation 

( j y„4-'^tX4’ e l c -) cst infini, lorsque l’exposant m est négatif ou 
fractionnaire. Ainsi ces fonctions , comme les fonctions transcen- 
dantes et exponentielles, ont également, en vertu de l’expression 
fcc), une génération par graduation d’une forme infinie , lorsque 
l’exposant m est négatif ou fractionnaire , c’est-à-dire , lorsqu’elles 
sont fonctions de division ou de racines. Mais, vu le développement 
purement contingent, sur lequel est fondée cette double génération 
infinie, on comprendra qne ce n’est ici qu’une forme possible , une 
manière d’être de la géuéraliou de ces quantités, et nullement leur 
génération essentielle elle-même, comme dans les fonctionstranscen- 
dantes, et, à Certains égards, dans les fonctions exponentielles. 

Or , toutes les fonctions algorithmiques ctaut nécessairement 
composées des fonctions élémentaires que nous venons d’examiner, 
il est clair que toutes ces fonctions, quelle qu’en soit la composi- 
tion , ont nécessairement une génération par sommation et une 
génération par graduation , qui sont équivalentes entre elles et 
exprimées par la formule générale (ce). De plus, cette double gé- 
nération sera sous une forme finie, pour les fonctions immanentes 
progressives ; et sous une forme infinie, pour les fonctions trans- 
cendantes, exponentielles, et immanentes régressives. 


/ 
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• Pour compléter celle exposition philosophique de la théorie des 
équivalences des fonctions algorithmiques élémentaires, déterminons 
leur génération ou leur développement par graduation , pour avoir 
l'équivalence entre cette génération et celle par sommation, que nous 
avons vue pins haut. — Or» pour y parvenir, observons que lorsque 
la variable jc reçoit les valeurs qui réduisent à zéro les dilTérens 
facteurs (a.-t-.r) , (o.-f-x) , («j-f-x) , etc. , du développement par gra- 
duation, les fonctions respectives développées se réduisent également 
à zéro ; ou réciproquement , lorsque les valeurs de la variable x 
rendent zéro ces fonctions, les différons facteurs («,-|-a),(ii,-t-.r),etc. 
de leur développement par graduation , doivent egalement devenir 
zéro; de manière que, pour déterminer les constantes «, , a,,« 3 ,etc. 
de ces facteurs , il suflit de déterminer les di fié renies valeurs de 
la variable x, qui réduisent . à zéro les fonctions respectives déve- 
loppées. 

Pour ce qui concerne, d’abord, les fonctions élémentaires imma- 
nentes , on a , eu général, pour les branches progressives et pour 
les branches régressives , la fonction (x“ -J- ( — 1 )"), dans laquelle 
m et n sont des nombres rationnels quelconques, entiers ou fracùou- 
uaircs, positifs ou négatifs. — Faisons donc 

+ (— . »)' = o ; 

et alors , suivant ce qui a etc dit plus haut, nous aurons 


x" = (— iy *' = 


-.(»+■) 


e étant le nombre philosophique qui rend 00 ( \ e — i) égal à l'unité, 
et K le nombre philosophique qui rend (e*'' =7 ) ,r égal à l’unité. Donc, 


x = (<*->) ”-zr- ’ = y ^±2 . ir+ • S 


n + i 




et par conséquent, le facteur général dn développement par gra- 
duation de la fonction — ij") , sera 


X 


_ y/— î .S 


• .'If. 
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Ainsi, en développant, d'une part, la puissance (a- {- ( x — »<*))■*, 
c’est-à-dire x", a étant une quantité arbitraire, et eu formant, de 
l’autre part, au moyeu du nombre entier arbitraire/), les facteurs 
successifs dn développement par graduation, on obtiendra les ex- 
pressions de l'équivalence entre la génération par sommation et 
la génération par graduation des fonctions élémentaires imma- 
nentes (■r”4-( — ))*)• — I’ar exemple, daus les cas où n est un 
nombre entier, positif ou négatif, ou aura.... (ild) 

r+l = « •« .(•* — n) + y . — - — .ar~\(x — <»)* — etc.= 

\ am cm/ \ sm v am) 

♦ \ am a m/ \ am v a mj 

\ an» am/ \ an» am/ • 

X etc, 

lorsque n est un nombre pair ; et on aura . . . (ce) 
x ~ — i =a" — i + y.a"— .(x — a)-)- — a)*-f-etc.= 

= (x-S v^T.^^V ( x -.y 2^- ^7.S^) x 

\ m m / \ m m J 

. X ( x _yij: +s ^r7.5i^y(x-yi^--vcn.5^ , )x 

\ m m / \ m m / 

\ m m / \ m Y m / 

X etc. 

lorsque n est un nombre impair. 

Or, à cause du retour périodique des valeurs des fonctions S et S ", 
une même période de facteurs revient indéfiniment dans ces déve- 
loppemens par graduation , à l'exception du cas étranger aux fonc- 
tions immanentes simples , de celui où l'exposant m est une quantité 
irrationnelle, parce qu'alors tous les facteurs de ces développe- 
mens sont différons. — Ainsi , lorsqu'il s'agit des branches progres- 
sives des fonctions élémentaires en question, c’est-à-dire, lorsque l’ex- 
posant m est un nombre positif et entier, et lorsque , par consé- 
quent, 
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quent , les développemens pii* sommation se trouvent squs une 
forme finie , il ne faut preudre , dans les développemens par 
graduation , qu'une seule période de facteurs. Mais , lorsqu'il s’agit 
des brandies régressives de ces fonctions, c'est-à-dire , lorsque 
l'exposant ni est négatif ou fractiouuaire , et lorsque , par consé- 
quent , les développctnciis par sommation se trouvent sous une 
forme infinie , il faut prendre la totalité des facteurs des déve- 
loppeiucns par graduation , comme dans le cas où l'exposant m 
est une quantité irrationnelle. La raison en est' dans la loi 
de contiuuité de cette géneratiou par graduation. En efl'et, pour 
passer d'une quantité’ irrationnelle m a une autre , il faut passer 
par tous les nombres intermédiaires , fractionnaires et entiers ; et 
la forme de la génération doit rester la même : il est vrai que lors- 
que l'exposant m est un nombre entier positif, la génération par 
sommation de la fonction x"-f-( — i)* ne saurait avoir une forme 
infinie ; mais le développement par graduation , qui y répond 
suivant la loi de continuité en question, *se trouve alors être le déve- 
loppement de la fonction (— i ) n ), parce que les valeurs de x 

qui réduisent à zéro la fonction (x”-f-( — i)”), sdnt les mêmes que 
celles qui réduisciità zéro la fouction # (x“”-l-(— i)*). 

Pour ce qui concerne, en second lieu, les fouclions élémentaires 
logarithmiques , ou a 

Lx — «3 (x° — I ) ; 

ainsi, en comparant l'expression transcendante (x”— i) avec les 
fonctions élémentaires immanentes (x”-}-( — i)*) que nous venons 
de traiter , on trouvera , pour le facteur général du développe- 
ment par graduation de la fonction Lx , l'expression 


c n -f- i _ . / 1 1 ■ ■ f .n + 

x — 6 . co 'X — v — i • S 

a a 


.00 'X f 


n étant un nombre quelconque , entier et impair. Donc , en obser- 
vant que, dans ce cas , on a en général 5^^ .» irsso, on aura (Jf) 


Lx = (x — i ) — J (x — i)* -(- ; (x — i)’ — etc. — 
» (x — y» ■a , ).(x — Sxa *),(x—S'5 » ir). . .etc. 

î a 
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Telle est l'expression de l’équivalence entre la géne’ration par som- 
mation et la (^aération par graduation de la fonction logarithmique’ 
élémentaire Lx. 

Le second membre de cette équivalence, la génération par gra- 
duation, qui revient au développement de la fonction oo (x — i)*, 
est remarquable , et donne Heu à plusieurs observations philoso- 
phiques : nous nous contenterons ici de voir que le produit des 
facteurs de ce développement par graduation, équivaut réelle-, 
ment, du moins pour la génération, à la somme infinie. . . * 

(x — t) — j (x — t)‘-|-j(x — i) s — etc. En eflët, cette somme étant 
ordonnée par rapport aux puissances progressives de x, donne 


. -iH« . . a H' ,3*1' . ,xH' 

Lx — oo = — x* .A — r- ~\~ x .A — - — x' .A — r -f -x > .A-— r 

a? I > a/“ 1 1 a? I ■ a M i 1 


■ etc. 


en désignant par A l’agrégat des termes correspondans à toutes les 
valeurs entières de /u, depuis fi=z— i jusqu'à /t=-f-oo, y compris 
zéro , savoir, en général , 


. m 1 " 1 1 
A — — : 
a*l 1 


-j- i -4--- -f- ■ 

m — i 1 a'i 

etc. à l'infini. 


m i C w + 1 ) , m (m 4- Q (m 4 3) 


a. 3 


3 . 3.4 


Or , la simple inspection de la formation de ces coefficiens , suffit 
pour reconnaître que ce sont des nombres infinis , d’un ordre de 
plus en plus élevé ; et tels sont' aussi les coefficiens du développe- 
ment de 00 (x — 1 )*, savoir, de 

œ(x— 1 )“= co (— — ".x+^.x* — p^.x'-l-ctc.). 

Enfin, pour ce qui concerne les fonctions élémentaires de sinus 
et cosinus , Sx et S'.r , nous aurons , suivant ce qui a été dit plus 
liaut , pour la détermination des valeurs de x qui les réduisent à 
zéro , les égalités 

Sx = —1— . (e {x + m ^' /=T _ c -(v-fmT)pC=7v = Q 
»✓— 1 v 

y X ~ ^ 5 . (e (x + + _ 0> 
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/•étant toujours le nombre philosophique (i +^)*> et m un «ombre 
entier quelconque , positif, négatif on zéro. Or, on a 

W «* 

(eV^=T) r — ,, (^)- =- i, (^)‘==V/^T, (e^)’.= ., 

X étant le nombre philosophique de la théorie des sinus. Donc , 

So—a, A’i.ir=i, Si.x = o, Sx = o ; 

S" 0 = 1 , S'$.x = o, 5“i. « = —1, S"x= i ; 

et ayant égard au retour périodique des valeurs des fonctions Sx 
et S'x, provenant du nombre arbitraire m qui entre dans leurs expres- 
sions , on aura en général 

c m _ £* i -f- am 

S—.X=:o, S ; — .X = O ; 

a 4 

c'est-à-dire que les valeurs de x qui réduisent à zéro leis fonctions Sx 

• m . : -f- 9>n _ 

et &x y sont respectivement x = ~. 1 C et x= — - — , m étant un 

* A » * * . t 

nombre entier quelconque, positif, négatif ou zéro. Ainsi, faisant 
attention à la nature des fonctions Sx et Sx, on verra que les fac- 
teurs généraux respectifs de leurs développemetis par graduation, sont 


donc . . 


*.(. 

etc. ; 


(-‘v 

Telles sont le» expressions de l’équivalence entre la génération 
par sommation et la génération par graduation des fonctions élé- 
mentaires de sinus et cosinus. ' 

Jean Bernoulli , qui a donné ces dévcloppemcns pâr graduation 


(-£) - (-ÎT&)‘ 




o *4 . x s 

Sx — .T —z -f- 


etc. = 


-¥)•(■ + V0- (■ • -gi-O+s)- (-sK'+s) : - 

S'x= i — - 1 î— . -, 7 - - V - -h etc. == 

> 0 +¥)'(' 4 )V£> 0 -£)•(■+£)-*■ 
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des sinus , n'était pas certain si lus développemcns par sommation 
de ccs fonctions ne pouvaient être réduits à zéro, encore par d’au- 
tres valeurs de .r que celles qui résultent des facteurs de leurs 
dcveloppemetis par graduation. — Cette incertitude disparaît entiè- 
rement, lorsqu'on observe que les développement par sommation 
ne sont proprement possibles que par les facteurs mêmes qui forment 
les développemcns par graduation. A la vérité , nous avons déduit 
ccs derniers des premiers, en formant les facteurs ayec les valeurs 
de la variable x, qui doivent réduire à zéro les développcmetis par 
sommation; mais celle préeminençe logique de servir de principe , 
nous ne l’avons donnée aux développemcns par sommation , que 
parce que l'algorithme de la sommation , comme appartenant au 
domaine de l’entendement, occupe le premier rang parmi les deux 
algorithmes primitifs, la sommation et la graduation; ce dernier 
n’étant que le résultat d’une influence régulative de la raison, et 
ayant lui-même , pour élément, l’algorithme de la sommation. Mais, 
en observant que ces deux algorithmes primitifs sont entièrement 
indépendans, on comprendra facilement que le développement par 
sommation et celui par graduation des fonctions algorithmiques , 
subsistent , chacun par lui-même , en vertu des algorithmes primi- 
tifs dont ils dépendent respectivement; et l’on pourra , en quelque 
sorte, envisager aussi les développemcns par sommation, comme 
recevant leur possibilité des développemcns par graduation ; 
par exemple , le développement par sommation de la fonction 
( — ■))“, lorsque l'exposant m est une quantité irrationnelle, 
fractionnaire ou même négative. Dans le fait, cet" accord des deux 
algorithmes primitifs, qui sont entièrement indépendants , est un 
véritable phénomène téléologique, une finalité dans les difl'érentes 
fonctions du savoir de l’homme. _ 

Venous maintenant aux lois fondamentales de la théorie des équi- 
valences. — Ces lois consistent évidemment dans les relation* réci- 
proques des quantités constante* a,, a , , a, , etc. et jfasj, , ^£lç. 
qui outrent dans l’expression générale (ce) 


i eutrent dans l’expression générale fcc) 

\ 

(«,4-x) (o.-f-x) (aj + x).,... 

+ d 'f ri- 4**' •••••• -+■ •d a JcV » ‘ 



4 
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formant l'expression de l'objet même de cetlé théorie. Or, pour peu 
qu'on réfléchisse sur la nature des fonctions qui composent les deux 
membres de cette équivalence générale , on s’apercevra que le calcul 
des différentielles doitconduire à la détermination des quantités^, , A„ 
ji o etc. , au moyen des quantités a, , a, ,a,, etc. , et réciproquement, 
que le calcul des gradules doit conduire à la détermination des quan- 
tités a,, a,,« 3 , etc., au moyen des quantités A., A:,A„etc. : en effet, 
le produit (n.+jr) (a,-(— *)• • • ne saurait être décomposé en parties de 
sommation, que par le calcul différentiel, et la somme A.- r-f-etc. , 
ne peut être composée en facteurs, que par le calcul defc gradules ; et 
c’est là lemoyen de parvenir à la détermination réciproque des quan- 
tités a,, a., a„ etc, , cl A. ,A„ A,, etc. — Voyons ce qu'il en est. 

Pqur simplifier les expressions, désignonspar 2 la somme des termes 
corrcspondans à toutes les valeurs entières de m, depuis a = o jus- 
qu’à /jl = ai , en supposant que oi est le nombre dfes facteurs («,-f-jr), 
(".+*)> («>+*)» « lc -‘î c'est-à-dire, faisons 

XA -H- A,x 4* A^c‘ 4- A x : 

nous aurons ainsi 

(a, -+- x) (a. 4- x) (a, 4- x) («* 4- •*) = • 

Or, en prenant la différentielle de l'ordre /«des deux membres 
de celte égalité, on obtiendra 


(</, 4 -0 C°» + 0 fa + O- • ■ <« » + 0 ^ m | 

* (à, x) (b, f- j) (A, 4 0 . . (à. + O 


m — i 




en désignant par /», , b, , l>„ m quantités quelconques parmi 

les quantités a., a,, . . . «., et par 0 l'agrégat des termes corres- 
pondant à toutes les valeurs possible» des quantités te. 

De plus, en donnant a m les valeurs successives «ij= o ,»« = î , 
™ = a , ro= 3 , etc. , et supposant x—O , ou aura 




^ ' A 7 


• « 


U 
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0 a,. a,, ai. 


_ c — i , u- 
, = Zlt 1 -A JC 




"• - 1 — 1 v 1/ — I M 

~ = x -“ •<«* =«^.» 

> «j- • • a 5 — > y _u — a J 

XX = 2 ^ = 1 . 2 . yf, , 

a,.a..o s . . .«. 31—1, , /u-3 . y . 

Q - ^,XX = 2m 


© 

©■ 


etc. ; 

et l’on verra facilement que le premier membre de ces expressions 
forme successivement : t* , le produit de toutes les quantités 
a, f a, , a s , . . . a. ; a’, la somme de leurs combinaisons , en les pre- 
nant de (ai — i) à (c * — i), avec permutations ; 5* la somme de leurs 
combinaisons, en les prenant de (ai — a) à (œ — a), avec permuta- 
tions; et ainsi de suite. Si l'on désigne donc en général par (a, . . .a,) m 
la somme des combiuaisons des quantités a , , «, , a } , ... a m , prises 
de m 'am , sans permutations, ou aura évidemment. . . . (hh) 


‘ ' a a)o~~ 1 > ^a— i { a t • • ’ a a)‘ » — a (o,...£ • 

^.-3 = (V-- a J3 i 

et en général 

m — ( a i * * * a *)m‘ 


Telle est l’une des deux lois fondamentales de la théorie des 
équivalences; elle donne, pour une fonction algorithmique , la dé- 
termination des quautités A„, A. , A,, etc. , qui cntVentdans la gé- 
nération par sommation de cette fonction, au moyen des quantités 
a, , a, , a,, etc. qui entrent dans sa génération par graduation. — 11 
résulte immédiatement de cette loi , un principe subordonné d’nne 
importance majeure , celui de la formation , au moyen des quan- 
tités A., A , , A. , etc. , des fonctions symétriques composées des 
quantités a,, a,, a,, etc. ; mais ce principe n'appartient plus à la 
Philosophie des Mathématiques : sa déduction , ainsi que son appli- 
cation, appartient déjà à l'Algorithme; elle-même. 

Venons à la seconde loi fondamentale de la théorie des équi- 
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valences. — Pour Amplifier davantage les expressions, frisons 

S = A, 4- A, x 4- A.x * 4 - .^.x ; 

et désignons parti, («,,4-x) le produit des facteurs de la forme 
(a? _|_ x ) > correspondans à toutes les valeurs entières de /x , depuis 
> . — j jusqu’à / # — /jl inclusivement { c cst-a-dire, taisons 

(<V+, x) = (a,4-x) (a. 4 - X) (a, 4- x) . . . («„4- x). 

Nous aurons ainsi , à la place de l'expression générale (aa) de l’objet 
de la théorie des équivalences , l'expression simplifiée. . . ..(w) 

n> /4 + x) = 2. 

Désignons, de plus, par gu le gradulc du facteur général (a.4-x) , 
c'est-à-dire , frisons 

j(«.4T*>*jr»a ff(«.4-x)=ga, g («,4-x) = £3, ’ 

+ = . 

p.nfin , désignons les accroisseuicns successifs par gradules de la 
fonction 2 de la manière suivante : 


H?* = 2,, etc. 


~g E _ - _ T 

2° — — i , — — ■ > 

Or, d’après cette notation , l’accroissement par gradules des deux 
membres de l’expression («) , sera 


= £ . ; . 

et divisant cet accroissement par la puissance g\ de la meme expres- 
sion (//), on obtiendra. .. . (jj) 

■ n.(^4-x)^-« , = H,.2-^ 1 . 

De plus , l’accroissement par gradules des deux membres de cette 
dernière expression (jj) , sera 


n (a 4-x)«^-s ,) =:2 1 «-\(; 

V* 








Pi 





v I 


.t 
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et divisant ccl accroissement par la puissance g3 de la même exprès* 
sion (jj) , ou obtiendra .... (//) 

n (a 4*x) ( ®“ - 5°) _ g _ E — 

• 6l' [Ji ' ' t ’■’’'** ""* * • * 

De plus encore, l’accroissement pargradules des deux membres de 
cette dernière expression (II), sera 

n> +JC )5^-* , )(f^-K») =:S ï=.. (*&)-<*'+& x 

H" 

X (S îH ) + ® ' '*'= Ej . E, +ga) . S, + gl s% ; 

et divisant cet accroissement par la puissance gZ de la même expres- 
sion (U) , on obtiendra .... (mm) 

Cî "“ SS) _ 

- =■— (gi+ga+g^ +(gi g»+g> g3-f-ga.g3) gi.ga.g3 

A], s, ■ — « •— • * 


Procédant de la meme manière , on obtiendra en général. . ■(//*) 


n ( a gO(yf*--g*)Cgp— eP)(gr— sti (g;*— s T ). 

S, X E -^ 1 ' >■ X sti ?l ■ ' ■ •* * X E- ( f 

f y — [ > ”11 IP— O 


X s 


X H _ 

-(—!)’• (gl 


en dénotant, comme plus haut, par (gi . ..g»), la somme des combi- 
naisons des quantités gi , g3 , gZ , . . . gr , prises de m à m , sans 
permutations. En effet, l'accroissement par gradules des deux 
membres de cette expression générale (nn ) , sera 


n.r« g3)-.(g^— g )^_ ' 

* ' r— i ^ * ' ? — a ' 

. - a +(g‘--S’>. x -g),. 

S /+| X X -s — 1 9 


et 
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et divisant cet accroissement par la puissance gCr-J-i) de la même 
expression generale (/in) , on obtiendra .... (00) 

n (a 4 . x^Sf^S' ) &*-*») • • • igh—è’) (»*— g C r +0) __ 

^ ->-(51 . . gO g('+0 v s + Cg» • • gO.+(s> • • ■§")> *(■•+ O v 

S r+l X; l 1 X 

^ „-(g« . . .g»)r-(g> • ■ g»).g('+0 • ^(->) ,+, -(£>---g) I -*(H-0_ 

Xs r- a . T ’’’ ~ 

_ v (**'•• •*(»+«)). v - 4 -(g».- gC»+ 0 ). 

= -,+! X a, x -e— 1 

x a C- O”*". <*«•■•»(»+*».+. . 


et c’est aussi ce que donne immédiatement l’expression générale (/m) 
en question. 

Maintenant, si pour facjjéter l'impression des formules , nou* 
faisons 


(gm —g . ) (gm— ga) (S m SV • • • • (S nl S n ) = [g m “H > f 

ifo ' -gO, . fa*— g>3 — r.. 

[gC'+O— s»J k,/ '* CgCn-O — g' J ’ J ’ 


la racine ff (»+i) — S 7 ] des deux membres de l’expression générale 
(n/i) , sera ^p/>) 


n.( v +*)»'/P=^ 


,0, T-tC'. 0 H +('» a ) 3 > < 

r — 1 r— » » — 3 

gC-tf •('.») 

1 . • • . S» • 


Cest là la seconde loi de la théorie des équivalences ; elle donne , 
pour une fonction algorithmique, la détermiualiou des quantités 
a,, a,, a,, etc. qui entrent dans le développement par graduation 
de celte fonction, au moyeu des quantités A, , A , , A,, etc. qui 
entrent dans son développement par sommation ; ainsi que nous 
allons le voir. 

k Lorsque , d’abord , le nombre ai des facteurs désignés par n» , est’ 
un, on a (n.-f-j?) = A.+ A t x, qui douuc immédiatement a,— A. , 
à cause de A, — 1 ; et il serait inutile de déduire , de la loi fouda- 

iS 
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mentale (p/>) en question , cette détermination , quoiqu'elle s') 
trouve contenue. • 

Lorsque, en second lieu, le nombre a> des facteurs désignes par 
fl. , est deux , on fera rss i , et l'on aura 

expression dans laquelle 

’ ,¥ * 

M-çéjry ('.■)= 5 £ j :î . 

et par conséquent , en faisant successivement fi= i et ft = 2 , 

n a(V+- J 0 !> ’ l] = (" a +*/ = a 2 + x. 

Donc ...... (qq) 

• _+ — ' — _ î— 

(i, = E, s j -s'.E g-'-s' — x; • 

partant, en cliangcant gi en-gi , et réciproquement. 


J'-s», S,*'-#» — x; 

x étant une quantité arbitraire. * 

Lorsque , en troisième lieu , le nombre a des facteurs désignés 
par n. , est trois, on fera r=a, et l’on ^pra 

n, (à u + x) C “ * (B • o) . S" ( 3 > » . H+ < 4 > ' > ; * 

3\ H < / 3 —, •— t 

expression dans laquelle 

U ~1 — /, o') _ 

2j (g3— g.)(g3_g9)» v 2 >°; 

(a, i) = 


(g3— P>)(/r3— ga)' 

___£L±-ffi__ f a aï — f-g» 

(«3— SO(g3— «*)’ V * 1 (.« 3 — gO(g3— ga)* 


et par conséquent, en faisant successivement /u= i ,ft=a et p.= 5, 
. n 3.CV+ ^ = î“, + *)°* (" a + j)°.C-s,+» , = a 3 4- 


Donc , 
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(rr) 

; • + t «'.gi 

»,= ï 5T> (#3— x sr !s*-*itCtfi— x; 

H * 

\ 

parlant, en cliangeautgî euga, ja engi* etgt en gî , 

+ î : îi ££' + t's± 

a,= 3, (**-!*:'! x H, fr»-# 1 ) ts»-»' — jtj 

eMen opérant les mêmes cliangcmens entre les gradules gi ,ga, g3, 

♦ . 

+ l £v-+-«3 » 1 

a, — H. (ff'TPX» 1 — J 5 ) x 3, ;*•-*»; liî^sïj x H ‘i'-i’/lî'-sï — or; _ 
x étant une quantité arbitraire. 

En procédant de la même manière , on obtiendra , pour un 
nombre quelconque ai des facteurs désignés par n.fa^-t-.r), la déter- 
mination des quantités a,, ti, , a } , etc. , au moyen des quantité* 
E,, E, , E, , etc. , c’est-à-dire, au moyen des quantités^/, , A, , etc. 
L’expression générale de celte détermination sera.... (ss) 


a .— 


-■+(• — 1 . 0 ) î , i) _+(«— i,a) 

—0 — i — a- -*■ - 4 — 3 



•c-o—'.t— «.—*)• „ 
“*0 x » 


en ne considérant que la détermination de la dernière des quan- 
tités a, , U, , a,, etc. , de laquelle dérivent les autres par la permu- 
tation des gradules, ainsi qu’on vient de le voir. 

U reste à savoir quelle est la signiücation de celte détermination. 
— Pour la découvrir, observons que 


etc. 


Z, = z" a = i + L~.g-Z, 

s. = sf ■= (E^)« J * = s«* H = 1 + 1 : 

3, = S?*= (S ff * s ) ?s *= s*’ 2 =i + £: 
etc., et en général 


E A=I 4-/.E.C E, 



en désignant toujours, ainsi que nous en sommes conveuus plus 
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liuut , par gZ , g,Z, g,Z , etc. les ordres consecutifs des gradules 
do la fonction Z. Nous aurons donc. . . . (//) 


,.=(,+ZS. 0% _ S) + <— , ' o )x(. + ZS;^_ fl Sr ( '“'* 0 X 
x (« . +L Z -^_ 3 2) + , * a) x(. + LZ .g m _ 4 S)~ 35 x 

X .! X (i+£S.s c S-f-ctc.) (— ') *■(«—*»•— o_ x . ^ 

„r étant une quantité arbitraire, qu’on peut supposer égalç à zen», 
pour plus de simplicité. 

Or,cn observant que les gradules , g? , gZ , etc. qui composent 
les exposans (et — i,o), (a — i,i), (ai— 1,2), etc., sont des quantités 
innniment petites, on verra facilement que ces exposans forment 
des nombres infinie de différens ordres ; et nommément , que 
l'exposant (a» — 1,0) forme un tiombre infini de l’ordre a> — i, 
l'exposant (ai — 1 , 1) un nombre infini de l'ordre a — a, l'exposant 
(et — 1 , 2) un nombre infini de l'ordre ai — 3, et en général l’expo- 
sant (a; — i,£J un nombre infini de l’ordre ai — 1 — Ç. De plus, en 
observant que les gradules de différens ordres gZ , g t Z , g,Z, etc. , 
qui entrent dans l’expression générale (il) , forment des quantités 
infiniment petites des ordres successifs un, deux , trois, etc., on 
verra que la quantité a, , déterminée par cette expression, dépend , 
essentiellement d’une quantité de la forme 

• : t 

I y ; \ W . 00'. 00' . eo". . . éo* — ' 

V ’ co,.oc,.oej. . ’ 

en désignant par œ,, œ,, œ, , ptc. et 00', 00*, 00’, etc. des nom- 
bres infinis différens. Ainsi, la quantité n m en question, est une 
quantité irrationnelle ou radicale de l’ordre (ai — 1) , comme nous 
allons le voir. 

Nous avons déjà dit que l’expression algorithmique 


0 +*"•=) = n » 

ou bien , en faisant Ln. — == N.^,, que l’expression 

(■+JV.v) = « 
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forme le shéma philosophique de la génération par graduation d’un 
nombre n. — Cette considération de la génération algorithmique 
est nécessaire toutes les fois qu'il s'agit de- la raciuc d'un nombre ; 
et cela, ponr pouvoir concevoir, d une manière générale, la partie 
des facteurs oui composent ce nombre, correspondante à l'expo- 
sant fractionnaire de- la racine. On a donc nécessairement , sous 
le point de vue métaphysique , 

• CD 

» 

De plus, lorsqu’on a la quantité ( V» «,), et qu'il s'agit d'en 
prendre une racine, il est évident que, pour soumettre cette nou- 
velle quantité radicale à la même génération algorithmique, il faut 

déterminer l’exposant de la puissance de -f-iV. de manière 

à la rendre équivalente à celte quantité; c’est-à-dire qu’on a néces- 
sairement 

m étant la partie de l'exposant qu’il faut déterminer. Or, suivant 
cette expression, ou a 

OC. m 

V^+ n, =(l +iV.^r) ’ 
et par conséquent 



où l'on voit que lorsque n et n, sont considérées en général, l’exposant 
en question est une quantité transcendante. Ainsi , pour concevoir 
» 

le nombre ( Vn+n,) sons le point de vue de sa génération com- 
plète par graduation, c’est-à-dire, pour concevoir, d'une manière 
générale, la partie des facteurs qui composent ce nombre, corres- 
pondante à l’exposant transcendant de la racine qu’on veut avoir, 

il faut prendre une infinité des facteurs qui entrent 

dans la génération de n, et de plus, une partie transcendante de 
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la tola'ité des facteurs du second ordre + JV .^— , qui com- 
posent les facteurs du premier ordre -f- iV. ^r\ En effet. 


(t/ n -f -nj“— l 

m — » . ' \ — T . ■ 


(" a — 0~ 


et puisque 

(«" — i) - ’ = a'. (( \/« + «>)'— l) - = /3'. 

oo' et oo* étant deux nomBres infinis différens , et , /3' étant les 

coefliciens complémentaires , .réels ou imagiuaires , ou aura 

a 7 oo” * * 

m=.y. -g . cl par conséquent 

*+*. =(■ +*-±r*?-{0 

Il faut donc considérer la quantité ^1 -f-JV. comme composée 
d’une infinité de facteurs, pour pouvoir concevoir la partie transcen- 

OD** 

dante — * de ces facteurs , correspondante à la puissance.... 

CB* 

> et nommément il faut la considérer comme compo- 
sée du nombre infini o°* de facteurs. Or on a, en vertu du schéma 
de la génération par graduation , 

et par conséquent 

<?+».&-«? +*^ a rf-<? +*-=^r- 

Donc, 

I »' , 

fi f y . . 3 -. 00. 00 
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On trouverait de la même manière que 

V ( V ( V» + 4- «.) = (• + t)" ' 

et en générai. . . , (un) 

• . i L L 1 

(• . . (««y + «.y- +«.)’■• • = 

0 +7V -»'.co-.eo'...w— ')" 
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— . — -00.CO .00” 


L . 1 /. CO ■ OC*. 00 tT . . . 00 a 


il/ dénotant le rapport des coefïiciens complémentaires que nous 

avons désignés par et c 1/3^ et la quantité — - — » 

— » 

Or , pour peu qu’on réfléchisse sur cette génération consécutive 
par graduation , on comprendra facilement que la génération de 

la quantité \/n est d'un ordre inférieur h celle de la quantité 

i. i 

\/ ( , par la raison qu'il faut, dans Celte dernière, con- 

sidérer chaque facteur de la première génération , comme com- 
posé lui -même d'une infinité d'autres facteurs; de manière que, 
par rapport à l'ordre de la génération algorithmique , la première 
de ces quantités est à la seconde , comme les nombres produits 
immédiatement par la génération de sommation, sont aux nombres 
produits par la génération de graduation , c’est-à-dire comme n 
• 

est à On comprendra de même , et par 1» même raison , 

T. » 

que la génération de la quantité \/( n <) es * d’un ordre in- 

férieur à celle de la quantité \/ ( \/( V« + »,)-+-»•) ; et nom- 
mément que , par rapport à l'ordre de celle généf^ion , la pre- 
mière de ces Quantités est à la seconde , comme \''n est à 
... 

V ( \ 7 « + «,)■ Poursuivant ces considérations, on comprendra, en 
général, que les quantités irrationnelle» ou radicales admettent une 
infinité d ’onires différent qui distinguent essentiellement ces quan- 
tités , et qui forment, suivant la loi de continuité, la transition des 
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quantités immanentes aux quantités transcendantes; on comprendra 
nommément que 

t 

(n) r est du premier ordre , 

» «_ . 

• ((”/ 4* "i) 1 "'» du second ordre , 

i i i 

(((»)’+ du troisième ordre; 

etc. , et en général 

îii i 

(• • • ((("/"t* de l’ordre ®: 

Il est donc Vrai, ainsi que nous Tarons avancé plus haut, que 
dans l'équivalence générale 

(a, -h x) (a, + ■*) ("i + *)• • • = 

• * • 

A. 4- A x x 4- 4- , 

les quantités a , , a,, a, , . . . a . , considérées comme fonctions algo- 
rilhmiques de A., A,, A A* } forment des quantités irra- 

tionnelles ou radicales ns l’ordre (a — i ) ; de manière que 
su l'on désigne , par 'Tç, la fonction composée de différentes formes 
ou valeurs que peut avoir la quantité Ç, et par A , B, C, etc. , des 
fonctions de A „, A t ,A t , etc., on aura, pour la détermination 
des quantités a, , a , , a, , etc., que nous désignerons en général 
par a , les formes suivantes. . . . {iviu) 

i*. Dans le «as de u = a , 

* ' V 

B)i 

a*. Dans le cas de ®=3, 

• " • fi « 

a = Ÿ { ( VC? 4" B) 4” C) ; 
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S*. Dans le cas de uz= 4 , 

a = *(V(V(V4 + B) + Q+D) } 

etc., etc. 

Telle est la signification de la détermination que donne , pour 
Jcs quantités o, , a , , n, , etc. , la seconde loi fondamentlac (pp) de 
la théorie des équivalences. — Ces quantités peuvent donc , dans 
tous les cas, être exprimées au moyen des quantités A,, A, , 
A , , etc. ; mais la détermination effective de cette expression 
n’appartient plus à la Philosophie des Mathémathiques : il ne 
lui appartenait que de découvrir la possibilité et la nature ( les prin- 
cipes métaphysiques ) des quantités a, , a,,a,, etc. en question. 

Nous devons ici faire remarquer , de crainte qu’on ne l’ait pas 
aperçu , que l’expression ( pp ) de la seconde loi fondamentale de 
la théorie des équivalences, n’est point exacte pour la valeur des 
quantités; elle n’est exacte que pour la forme de leur génération, qui 
fait précisément l’objet de cette loi. En effet, en prenant les accrois- 
semens par gradules des expressions particulières (jj) , (II), (non) , 
et de l'expression générale (nn) , nous avons considéré comme 
constans les gradules qui entrent dans les exposans de ces expres- 
sions ; ce qui n'est exact que pour la forme des résultats, et non 
pour leurs valeurs. — En tenant compte de la variation de ces 
gradules , on aurait d’abord , à la place de (II) , l'expression rigou- 
reuse (II)' 

n.Ov-f- x) ^*-«0 1**-*») +/Cw‘.«0 _ St . F(s) f 

.F(E) élantune fonction de S, et _f(gt*£t) une fonction des seconds 
gradules des facteurs (a„-|- ar) et («,-f-x) , savoir , 

Agf*,g 0 = gP-gig*) ■ L C»0 — g'-g(.g')'L(gO- 

Or, en observant que, suivant les formules générales (J), il entre, dahs 
cette dernière fonction, les différentielles dx et ddx des deux pre- 
miers ordres, et en déterminant la relation de ces différentielles 
de manière à ce queyj'pt,gi)=o, dans le cas de p = a , on com- 
prendra que l’expression rigoureuse (II)’ se trouvera, en tout, rame- 

«4 
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née à la forme de l'expression représentative (U). On anrait , en 
second lieu , à la place de (mm) , l’expression rigoureuse. . . . (mni'f 

n.(<v <** ~s 3) ( ^^ 3) rt = s 3 . (s) , 

* V (S) étant une fonction de H , et f(gu.,gi) une fonction des troi- 
sièmes gradules des facteurs et (a.-f-j), savoir, 

— 8*— ér5)(G^— Gi) + (gu— gi)(C/M— Ca) 

+ G^.g(G i i).L(G^) — Gt.g(G>).l(Gi), 

en faisant 

Gg. — gg..g(gf»-).L(gii.), G i =£i ^CS’0- z -(S ri )- 

Or , en observant encore que , suivant les formules générales (/) , 
il entre , dans la fonction J"(gP-tg*)y les différentielles ctjc, d’x et <Px 
des trois premiers ordres, et en déterminant la relation de ces diffé- 
rentielles de manière à ce que y'(^^i)=o , dans les deux cas de 
fi= i et /u = 5 , on comprendra que l’expression rigoureuse (m/n)' 
se trouvera, en tout, ramenée à la forme de l’expression représen- 
tative (mm)'. Poursuivant ces considérations , ou comprendra , en 
général , qu’en établissant des relations convenables entre les diffé- 
rentielles dx , d'x, (Px, etc. des différens ordres, les expressions 
rigoureuses dont il est question , peuvent être ramenées , en tout, 
à la forme» en quelque sorte fondamentale, des expressions repré- 
sentatives que nous avons employées. 

Voilà les différentes brandies qui forment la Théorie de la cons- 
titution algorithmique , et qui , suivant la déductiou que nous en 
avons donnée , ont pour objet , dans la réunion systématique des 
algorithmes élémentaires, l’unité transcendantale entre les deux al- 
gorithmes primitifs, la sommation et la graduation. — Venons à la 
Théorie de la comparaison algorithmique qui , suivant la même 
déduction , a pour objÿt , dans la réunion systématique que nous 
venous de nommer, l’unité logique entre les deux algorithmes pri- 
mitifs , la sommation et la graduation. 

Nous avons vu , en général , que la rénnion systématique des 
deux fonctions intellectuelles qui ont pour objet les deux algorithmes 
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primitifs et opposés, introduit, dans les quantités algorithmiques, 
de nouvelles déterthinations de leur nature, de nouvelles lois théo- 
riques ; et en particulier que , sous le point de vue transcendantal , 
celui de la théorie de la constitution algorithmique , cette réunion 
exerce son influence sur la génération même des quantités, et que, sous 
le point de vue logique , celui de la théorie de la comparaison algo- 
rithmique, elle l'exerce sur leur relation réciproque. Or, cette relation 
réciproque , cousidérée en elle-même , consiste évidemment dans 
\' égalité ou l’ inégalité des quantités algorithmiques , cl ne saurai» , 
dans cette simplicité, avoir des lois différentes des axiomes mêmes 
de l’Algorithmie. Mais en y joignant, comme c'est ici le cas, la cir- 
constance de la réunion systématique des deux algorithmes primitifs 
et opposés, l’unité logique de cette relation se trouve soumise à des 
lois particulières, dépendantes de ces algorithmes. — Ce sont donc 
ces lois qui font l’objet de la Tbi orie de la çompar aison algo- 
rithmique; et par la même raison, cette théorie forme uue partie 
distincte et essentielle de l'Algorithmic. 

Suivant cette déduction, l'égalité et l'inégalité entre les quantités 
algorithmiques , reçoivent , de la réunion systématique dont il 
s'agit , un caractère particulier. Or , c’est ce caractère qui les rend 
respectivement équation et inéquation (*)• Ce sont donc proprement 
les lois auxquelles sont soumises les équations et les inéquations , 


(*) En fanant attention à cette différence essentielle de l'égalité et de l'iné- 
galité , avec l'equation et l'inéquation , on comprendra , si d'ailleur» on pouvait 
•voir quelque difficulté, que l'enseignement de l'Algorithmie doit rigoureusement 
suivre la marrhe de la déduction philosophique , celle que nous suivons dans 
celte Introduction à la Philosophie des Mathématiques. — Oo peut , par exemple, 
dans les branches que nous avons examinées jusqu'ici, se servir de l'égalité el de 
l'inégalité, lorsqu'il en est besoin, parce que ces relations générales et simples ne 
sont soumises qu'aux axiomes de l'Algorithmie, ou tout au plus, à des lois faciles 
à déduire, ainsi que nous le verrons ci-après; mais, en procédant méthodi- 
quement, on ne pourrait y employer lee équations et les inéquations propre- 
ment ditee , parce que ces relations composées sont soumises à des lois particu- 
lières qui , dans leur ensemble , ne peuvent être déterminées qu'au moyen des 
branches que nous venons de nommer. — D'ailleurs, c'est toujours, sur la dé- 
duction rationnelle que doit être fondée la méthode organique de l'enseignement , 
c'est-à-dire , la méthode de l'enseignement considéré en lui-même , ou avec abs- 
traction des motifs particuliers de la Pédagogique. 
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en considérant ces relations de la manière' qne nous venons de les 
déterminer, qui forment l’objet de la tbéorie*dc la comparaison 
algorithmique. — De plus , cette théorie , considérée en général., 
embrasse deux branches : la théorie des équations , et -la théorie 
des inéquations. Mais en observant , en particulier, que les iné- 
quations ne sont possibles que par les équations , ou plutôt qu'elles 
n 'ont une signification déterminée qu'au moyen des relations d'équa- 
tion , on comprendra que toute la théorie de la comparaison algo- 
rithmique se réduit à la Théorie des équations. 

11 faut encore observer que les lois qui constituent la théorie de 
la comparaison algorithmique, ne sont que des lois dérivées, et non 
des lois primitives , parce qu’elles n’appartiennent qu'au point de vue 
logique, et non au point de vue transcciujpntal de la réunion systé- 
matique des algorithmes élémentaires, qui en est le caractère parti- 
culier. — Cette réunion systématique , envisagée sous le point de vue 
transcendantal , introduit, dans les quantités algorithmiques , de 
nouvelles déteiviinations de leur nature ; mais , considérée sous le 
point de vue logique , elle ne peut établir qu'une relation entre ces 
déterminations de la nature des quantités algorithmiques. Or, les 
lois de cette relation sont nécessairement dérivées des lois que suivent 
les déterminations entre lesquelles s’établit la relation. Ainsi, les lois 
qui font l’objet de la théorie de la comparaison algorithmique , ne 
sont que des lois dérivées; et nommément, elles sont dérivées des 
lois qui fout l'objet de la théorie de la constitution algorithmique, 
que nous venons d'examiuer. 

Il en résulte immédiatement, que les différentes branches de la 
théorie de la comparaison algorithmique , ou de la théorie générale 
des équations, sont les mêmes qne celles de la théorie de la cons- 
titution algorithmique. Cette assertion est d’ailleurs claire par elle- 
xnême ; en effet, la réunion des algorithmes élémentaires, con- 
sidérée sous un point de vue quelconque , ne peut porter que sur 
l'identité systématique ou sur la diversité systématique de ces algo- 
rithmes , et ne peut, par conséquent, donner lieu qu’à des branches 
correspondantes à cette identité ou à cette diversité systématiques. 
— Ainsi , les branches particulières de la théorie générale des 
équations, sont: i\ la TnÉôniE des équations d’équivalence, 
qui répond à l'identité systématique entre les deux algorithmes déri- 
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vés immédiats, la numératiou et les facultés; a*, la Ttii'omt des 
Équations de différences , qui répond au premier cas de la 
diversité systématique entre les deux algorithmes primitifs opposés, 
c’est-à-dire , à l'influence de la sommation dans la génération des 
quantités où domine la graduation ; 5”. la théorie des équations 
de crades , qui répond an second cas de la diversité systématique 
entre les deux algorithmes primitifs opposés, c cst-ir-dire , il l in- 
fluence de la graduation dans la géuéraliou des quantités où domine 
la sommation ; enfin , la théorie des équations de congruen- 
ce , qui répond au troisième et dernier cas de la diversité systé- 
matique entre les deux algorithmes primitifs opposés, c'est-à- 
dire , à l'influence réciproque de la sommation et de la gradua- 
tion dans la géuéraliou des quantités où dominent l'un et l’autre de 
ces algorithmes. 

Voilà la déduction architectonique de la théorie générale de la 
comparaison algorithmique et de ses branches particulières. — Voici 
quelques développcmcns philosophiques de cette théorie elle-même. 

Avant tout, il faut fixer, avec précision, le caractère particulier 
des lois dérivées que nous avons à examiner: ce caractère qui, sui- 
vant Ce que nous venous de dire, est purement logu/ue, diffère néces- 
sairement du caraatère transcendantal des lois primitives qui nous 
ont occupés jusqu’ici ; d’ailleurs, celte détermination métaphysique 
servira à jeter plus de clarté sur le degré de la certitude avec laquelle 
nous posons ces lois respectives. — 11 est d’abord certain que les 
caractères , transcendantal et logique , des quantités algorithmi- 
ques , sont fondés snr la nature même du savoir ; et spécialement, 
le caractère transcendantal , sur le contenu ( la matière) , et le carac- 
tère logique , surla forme du savoir. Il faut donc , pour déterminer ces 
caractères des quantités algorithmiques, appliquer, à ces quantités, la 
diversité caractéristique qui se trouve dans la nature de notre savoir,en 
le considérant respectivement par rapporté son contenu , et par rap- 
porté sa forme. Or, cette diversité intellectuelle consiste notoirement 
dan6 la diversité des facultés du savoir , fondée sur la trichotomie gé- 
nérale de rabsolu , c’est-à-dire, sur l’opposition du conditionnel et de 
la condition, et sur leur neutralisation réciproque dans le relatif; c’est, 
en effet, sur l'opposition du conditionnel et de la condition, que sont 
foudées les deux facultés opposées de l’entendement et de la raison. 
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et sur leur neutralisation dans le relatif, la faculté intermédiaire du 
jugement ; et c'est dans la diversité des lois de ces facultés intel- 
lectuelles primordiales, que consiste la diversité caractéristique qui 
a lieu dans la nature du savoir. Ainsi, pour déterminer les carac- 
tères respectifs, transcendantal et logique, des quantités algorith- 
miques, il suffit d'appliquer, à ces quantités , la diversité des lois des 
facultés intellectuelles que nous venons de nommer , en les consi- 
dérant séparément par rapport au contenu, et par rapporLà la forme 
de notre savoir. Sans entrer dans de plus grands dé vcloppemens, nous 
remarquerons que les caractères distinctifs des lois de l'entende- 
ment , du jugement et de la raison , sont respectivement la signi- 
f cation , la détermination et la fondation , en les considérant par 
rapport au contenu du savoir ; et la spécif cation , la corrélation et 
la subordination (*) , en lés considérant par rapport à la forme du 
savoir. Donc, le caractère transcendantal des quantités algorithmi- 
ques porte sur la signification de ces quantités , sur leur détermi- 
nation et sur leur fondation ; et c'est effectivement suivant ce carac- 
tère , que nous avons traité les différentes branches de l’Algorilh- 
mie, appartenantes au point de vue transcendantal, que nous avons 
examinées jusqu'ici : nous avons donné, pour chacune de ce* bran- 
ches, i°, la conception de Leva oajET (signification) ; a*, leur 
loi fondamentale (fondation) , et 3* , du moins pour quelques- 
unes , les circonstances immédiates (détermination). Déplus, 
le caractère logique des quantités algorithmiques porte sur la spé- 
cification de ces quantités, sur leur corrélation et sur leur subordi- 
nation ; et c’est suivant ce caractère , que nous devons traiter les 
branches de l’Algorithmic , appartenant au point de vue logique et 
formant la théorie de 1a comparaison algorithmique, qui nous occupe 
actuellement. — Nous examinerons donc, dans chacune des diffé- 
rentes théories des équations, i*, la classification de ces équations 
{spécification); a*, leur comparaison (corrélation) ; et 3‘, leur réso- 
lution (subordination). » k 

Commençons par la théorie des équations d'équivalence. 


(*) Les mot! signification , détermination , fondation , répondent ici aux mot» 
allemand! bedeutung, beslimmung , begruendung j et le mot subordination est 
pris dan» ion acception didactique. -> 
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— Une fonction F de différentes quantités A , B, C, etc. , égale à 
zéro, suivant le schéma indéterminé que voici.... (ab) 

o = F(A, B , C , etc.), 

forme d’abord Xégalilé algorithmique qui est la relation logique gé- 
nérale de ces quantités. Mais, en y joignant la considération de l’équi- 
valence entre la génération par sommation et celle par graduation, 
d'une fonction de x, cette égalité devient équation , et prend néces- 
sairement la forme .... (ne) 

o = A, 4- A,x -f- A je' -J- etc. 

En effet , la fonction (./.-f-^.x-f-etc.) qui se trouve égale à zéro ,’ 
est , d’une part , la forme générale du développement par somma- 
tion de toute fonction de x , suivant ce que nous avons dit plus 
haut; et elle est, d’une autre part , l'un des deux membres de l'équi- 
valence primitive ou simple, suivant l’expression générale (cc). 
Or, d’après la nature des équivalences, il existe toujours uu déve- 
loppement par graduation équivalent à un développement par som- 
mation ; et d'après la nature de la graduation , la relaliou avec zéro, 
d'une fonction composée de facteurs , dépend , en principe, de la 
même relation de ces facteurs considérés séparément. Ainsi, le 
développement par sommation en question (A,-\-A,x-{-e te.), est, 
en quelque sorte, l'expression commune de la fonction dont il est 
le développement , et du principe de sa relation avec zéro ; et par 
conséquent, la forme géuéralc de toutes les équations d’équiva- 
lence, proprement dites, est (ne) 

o = A. + A ,x ■+• A je * ..... -f- A je*. 

On voit clairement, par la nature des équivalences , que dans 
cette relation avec zéro , la variable x de la fonction ( J df.-j-^ l x4-etc.), 
reçoit des valeurs déterminées , au nombre de » , qui réduisent 
à zéro cette fonction : ce sont là les valeurs de X inconnue x , qu’on 
appelle racines de l'équation. — Nous conserverons ici cette déno- 
mination ; et de plus , pour simplifier nos expressions , nous dis- 
tinguerons la fonction qui est égale à zéro, par le nom de fonction 
d'équation. 
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Or, pour ce qui concerne, en premier lieu, la cr.AsstrteATiOff 
des équations «l’équivalence , il est évident , d’après leur forme 
générale , que le principe premier de leur spécification , est celui du 
nombre des termes de la fonction d’équation , ou plutôt du degré 
de la plus haute puissance de l’inconnue x; et cela, par la raison 
que le nombre qui marque ce degré , est, en même tems , le nombre 
des facteurs du développement par graduation , équivalent à la 
fonction d’équation. Ainsi , la classification des équations en ques- 
tion , est 

o = A. -\-A,x, é«pialion du premier degré, 
o = A, A t x -f- A,x * , du second degré , 
o~A, ^-y^,x-f-v/,x*-^-.^f ï x , , du troisième degré, 
etc., et en général, 

o = A, -f- A t x + A,x '. . . -\-A m x m , du degré et. 

Lorsque le degré et de ces équations est fini , ces équations sont 
évidemment immanintes ; et lorsque leur degré est infini, ces équa- 
tions sont transcendantes , suivant ce que nous avons dit plus 
haut. — 11 faut remarquer ici que toutes les fonctions égales à zéro , 
qui contiennent des fonctions exponentielles , logarithmiques , ou 
circulaires , ne reçoivent le Caractère d'équation proprement dite, 
que lorsqu’elles sont développées suivant l’algorithme de somma- 
tion , qui est la forme générale (ne) des équations dont il s'agit. 
Avant ce développement, leur relation avec zéro n’est encore qu'une 
simple égalité algorithmique , qui n'est soumise qu’aux axiomes de 
l'Algorithmic, et non à des lois distinctes et particulières. Toute- 
fois , ayant égard à leur développement possible, on peut, en les 
particularisant en idée , considérer ces inégalités comme équations 
transcendantes. 

Outre cette classification principale des éqnations d'équivalence, 
il existe une classification accessoire qui porte sur l’indétermina- 
tion , plus ou moins grande ,’ des quantités variables ou dos incon- 
nues qui entrent dans ces équations. — Soient x, , x„ x, , etc. , plu- 
sieurs variables ou plusieurs inconnues, et soit l'équation. . . . ( ad) 

o 
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o= (o,o,o/...)4-(i ,o,o, . . .) . x H- (o, i ,o, . . .) . x,4- (o,o, i , ; . . x 3 4-etc. 
4-(i,i,o,. . . .).x,Xj 4 -(o,i,t,. . .).x,x, 4 -elc. 

-f-(a,o,o, . . . ) .x* + (o,a,o, . . . ) .x’, -f- (o,o,a, . . . ) . x] 4- etc. 

4- etc., etc. , 

en désignant par (0,0,0, f. .), (1,0,0,. . .) , etc., les ditlërens coeffi- 
ciens de la fonction d’équation. Il est évident que les facteurs 
simples qui forment la génération par graduation de cette fonction, 
et qui contiennent les principes de sa relation avec zéro , ont la 
forme générale... (ue) 

( Ax t + iîx. 4. Cx } . . . + O). 

Or, la relation avec zéro de ce facteur général de la fonction d'équa- 
tion en question , est évidemment indéterminée ; eu effet , les 
quantités x, , x, , x, , etc. restent variables daus la relation 

o zss Ax t -f- lix, -f- Cx t ... + O. 

Pour que ces quantités reçoivent une détermination , il faut qu’on 
ait séparément 

Ax, 4-0 = 0, Bx, + b = o, Cx, + c = o, etc.; 

et il est clair que la quantité fi qui entre dans le facteur général 
(oc), peut être décomposée d'une infinité de manières différentes, 
pour former les quautités a , b , c , etc. , qui entrent dans ces rela- 
tions séparées. De plus, si l'on multiplie respectivement ces der- 
nières relations, par les quantités générales a, / 3 , y , etc. , on 
pourra former les relations composées suivantes : 

*,Ax, -i- lÿ.Bx.-i-y.Cx,. . . + $,b + y,c, . . = 0, 

a .-'fx,4- @,Bx, -f-j^Cx,.. . 4 - a ,« 4 - (i,b-\- j,c. . . =0/ 
a^Ax, -f- fi 3 Bx, 4 - J»jCx, ■ . . -f- a^a 4 - | 3 ,ê -f- J ,c, . . =r o , 
etc. , etc . ; 

et l’on verra facilement que , pour revenir de ces relations com- 
posées aux relations simples dont elles sont formées , il faut que le 
uombre de ces relations composées soit le même que celui des Te- 
intions simples. — Il s’ensuit que la détermination des quantités 
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variables ou inconnues x, , x„x,, etc. dans .1 équation ( ad) dont 
i) est question, dépend d'autant de facteurs généraux [ne) différens, 
qu'il y a de ces quantités ; et par conséquent , qu elle dépend d'au- 
tant d'équations (ad) différentes , qu’il y a de ces quantités varia- 
bles ou inconnues. 11 s'ensuit réciproquement , que si l’on considère 
des systèmes particuliers de valeurs de ces variables , le moindre 
nombre de ccs systèmes de valeurs, nécessaire pour construire ou 
pour déterminer une équation contenant ces variables , est évidem- 
ment le produit du nombre de ces quantités par l'exposant du degré 
de l’équation ; et Cela, par la raison que chaque facteur simple du 
développement par graduation de la fonction d'équation, dépend, 
pour être déterminé, d'autant de systèmes de valeurs des quantités 
variables x, r x , , or,, etc. en question, qu’il y a de ces quantités , 
et de plus , que le degré de l'équation dépend du nombre de ces 
facteurs". * 

Après ces considérations logiques sur l'indétermination des équa- 
tions dont il s’agit , on comprendra que ccs équations admettent 
différais ordres <F indétermination ; et nommément , que les équa- 
tions qui contiennent deux variables ou inconnues, sont des équa- 
tions indéterminées du premier ordre , que celles qui en contiennent 
trois , sont des équations indéterminées du second onire, et ainsi 
de suite. 

Venons, en second lieu , à la comparaison des équations d’cqui- 
valence. — Or, le principe de leur corrélation est évidemment la 
relation de leurs racines; et spécialement la relation d’égalité de 
ces racines , c'est-à-dire, la circonstance de deux on plusieurs 
équations , d’avoir une ou plusieurs racines communes : en effet , 
c’est là la seule unité possible de la corrélation de ccs équations. — 
Soient, par exemple, deux équations 

o = A „ -f- A,x -f- A,x ‘. . . -f- A^x* , 

o = Ii n -f- B,x -1- B,x ' . . . -f- Bpx^ ; 

et soient a,, a,, a,, ... a les racines de la première de ces équa- 
tions. Si, parmi les racines de la seconde de ces équations , il s’en 
Irthive une ou plusieurs qui soient identiques avec les quantités 
a,, a, y a 3j etc., ces deux équations auront des racines communes ; 
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et il existera, entre ces équations, une corrélation dont la loi sera 
évidemment exprimée au moyeu des relations de condition , aux- 
quelles devront satisfaire les coefficiens respectifs^., A,, A . , etc., 
et , B,, B,, etc. 

Pour déterminer, d’une manière générale, ces relations de condi- 
tion , soit l'équation. . . . (af) 

o = -f- M y x 4- M,x‘ + M"X m ; 

et désignons , comme plus haut , par la fonction d’équa- 

tion ( M.+M x x+ etc.) , 2 dénotant la somme des termes corres- 
pondais à toutes les valeurs entières et positives de /* , depuis 
/tt=o jusqu'à = a inclusivement : nous aurons ainsi 

o = 2 Mx u . 

Or, pour que cette équation ait , parmi scs racines , les quantités 
m , , m, , to, , etc. , il faut que les coelliciens M . , M , , il/,, etc. , satis- 


fasscut aux conditions générales que voici (iig) 

o = 2Af /i .fc{[m 1 4-»7i.4-m,. . . 4 -m, '+ 1 (i), 

o — . . 4 -'» r+1 ] f '~ '" H (»)> 

o = 2.1/ (11 .K[mj4-"'*4-«»s. • •4-'”, + a ]'“ — , + ‘ ( 3 )> 

etc., etc. 


En effet, retranchant successivement ces conditions l'une de l'autre, 
on obtiendra 

(0— (a)=o=a(H!,— , m, + ,).2A/ # ,.K['B,4-ni,. . .+m f 4 

( a )— (5)= 0 =(s | 1 -im, + J.Ïjlf jl( .»t[«i 1 4Bi,. . .+m, +1 4-™,+ s ] ,i_ ''. 

(5)— C4)= °= C"** — rn r _j_ 3 ) .XMp. k[/hH-/h 4 . . .4-'n,+ a 4-w, + 3] “ _ 

etc. , etc. , 

suivant la loi fondamentale ( D ) de la théorie des nombres ; et divi- 
sant ces relations, la première par (»» j — . ) , la seconde par 
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(m ^ — m la troisième par ( [m j > clc, > on aura 

o = . N [m, 4- m, . . . 4- m, +"»,+ ,3^ » 

• o = 4-"», + + a ]“ — % 

o = 4- ot 4 . . . 4- m, + a 4- ni, + 3 ] f — ' , 

etc., etc. ; 

j 

et c’est aussi ce que donnent immédiatement les expressions (ag) , 
en y substituant »-f- i à la place de ». Ainsi , les expressions géné- 
rales (ag) seraient vraies pour toutes les valeurs de r , cuticrcs et 
positives , si clics l’ctaient pour une seule de ces valeurs ; et elles 
le sont effectivement pour la valeur de r = 1 , qui forme le cas 
des conditions primitives cl singulières, auxquelles doivent satis- 
faire les cocfficicns M, , M , , M , , etc. de l’équation ( af ), pour que 
cette équation ail , parmi ses racines , les quantités m,, m, t m,,etc. — 
Donc, les expressions (ag") en question sont réellement les conditions 
générales , auxquelles doivent satisfaire les coerticiens nommés 
M „ , M , , A/,, etc. , pour que les quantités m , , m, , m, , etc. soient 
des racines de l’équation (af). 

Si l’on a donc plusieurs équations. . . . (ah) 

o — A, -i- A,x H- A r r* -f- A a x' 1 , 

o = B, ■+■ B,x -f- B,x * -f- Bqx 8 , 

o = C 9 -f- C,x 4- C a x' 4- C^aPy 

etc. , etc., 

qui ont les racines communes m, , m, , m , , etc. , leurs cocfficiens 
A , B , C , etc. , désignés en général par M , doivent satisfaire 
respectivement à la condition générale. . . . (ai) 

o = .K [m f + m f + , + m f + a + + ' i 

c'est-à-dire , ces coefftciens doivent satisfaire respectivement aux con- 
ditions particulières . . . . (aj) 
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o = M„ + M, ■ K [m f . K [m f ]* -h M t . K [m f ] 3 + etc. , 

o = M, ■+■ M , . K [/« f -H »» f 4.,] + iW i • K ["' ? -+- -}- 1 3 ‘ 

-f- . K [»i f + ra. + , ] J 4- etc. , 

O =itf»-MA . K[»* f + /n f + +ai + 'A • N['" f + m ( + i+ m e +»]’+ 

+ *V$ . K ! -f- m t -j-al’ -H etc. , 
etc. , etc. j 

le nombre de ces conditions étant évidemment , pour chacune des 
équations (ali) , égal au nombre des racines respectives quelles ont 
en commun avec les autres de ces équations. 

Telle est la loi générale de la corrélation des équations d’equi- 
valence , dans le cas simple où elles ne contiennent qu’une seule 
inconnue ou une seule variable déterminée (*). 

Procédons à la comparaison des équations en question, dans le cas 
composé où elles- contiennent plusieurs variables déterminées ou 
plusieurs inconnues. Mais, ponr ne point passer les limites de cette 
Introduction , contentons-nous d’examiner les équations à deux 
inconnues et du second degré ; d’ailleurs, on pourra facilement 
étendre à des équations d’un nombre quelconque d’inconnues et 
d’un degré quelconque , ce que nous dirons sur le cas particulier 
auquel nous nous arrêtons ici. 

Soit donc l’équation générale à deux inconnues et du second 
degré. .... (ak) 

o = A -f- Bx -f- Cjr + Dxjr 4 - Ex' -4- Fj-'. 

Suivant ce que nous avons dit de la nature de ces équations indéter- 
minées , à l’article de la classiGcalion des équations d’équivalence, 
le produit général qui entre dans leur composition par graduation, 
est 

(mx -f- ny -j- p ) . (rx -f- sf -f- tj) ; 


(*) C’est peut-être cette loi que demande M. Budan , dans la note (.Y) de 
fon opuscule .intitulé : Nouvelle Méthode pour la résolution des équations 
numériques , etc. — On ne voit guères quelle autre relation pourrait exister 
entre des équations. 
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cl il est «vident que les cocfüciens m, n, r,s sont déterminés par 
la double circonstance : i*. de réduire à zéro les facteurs respectifs 
de ce produit, par un système de valeurs de x cl y ; a”, de dé- 
truire un produit , semblable par le même système de valeurs de 
x et y. Or , puisqu'il faut deux tels systèmes de valeurs pour 
déterminer chacun des facteurs de ce produit général , ainsi que 
nous l'avons reconnu à l’endroit cité , et par conséquent , quatre 
tels systèmes de valeurs pour déterminer le produit entier, on verra 
facilement que la construction ou la composition de l’équation géné- 
rale (ait) , doit avoir la forme. . . . (al) 

o = jl -f- Bx -f- Cj ■ -f- Dxy ~|- Ex' -f- Fy' = 

= <tx(x,y)-^,(x,y) + <P,(x,y).-\, m (x,y) + v i (x,y).\ % (x,y) 

•+* <P« ( X )j) • 4t( x »7) + <Ps ( *>j) • 4s( x > l) » 

en faisant, en général, 

%(*> r) = C v*-*- vr+s^) » 

n , r^, q ( étant des quantités différentes pour les 

indices différons ft. Eu effet, soient 

*’,P; / 3 " ; 

les quatre systèmes de valeurs dex el_j - , qui déterminent l'éqnalion 
en question. J, es six facteurs <p,(x,r) , 4i(- r r>')> 4*( x >7) > 

<p, (x, y) , -^i(x,y) , pourront être déterminés par les combinaisons 
suivantes des quatre systèmes de valeurs de x ct_y : 


<p.( x >7) 

= o. 

pour x = a * , 

y 

= /3', 

et 

X = tt', 

y— 

0', 

4. ( x ,7) 

— O, 

.... x = a*, 

jr 

= 0', 

et 

x = <*'', 

y = 

/3"i 

?.(•*, 7 ) 

= o. 

. . * r x = a ! , 

J 

= /3', 

et 

V 

II 

H 

7 = 

6', 

4.( x ,7) 

= o. 

.... x=a.*, 

y 

= /3', 

et 

X7=Ct"' ) 

7 = 

r,- 

ç>(x,y) 

— O, 

.... X SS Ct! y 

y 

= /3', 

et 

x == a” 

.7 = 

.fl-, 

4»( x »r) 

— O, 

s,.. t X = CL y 

y 


et 

H 

II 

.7 = 

|S'j 


et l'on aura.. . . (arn) 
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<P,(x,_>) = {(&— P )x + (*‘ — *')?-)-(*' P — *'.5' )}P. , 
+.(x,^) = (CiS* — j3")x + («»- a')jr + *"p)} Q, ; 

*.(■*>/) — {(.S'— /3*)x-f- (*" — *')j + vr — »'£' )} P, , 
4.(X,J) = {(/3* — JS") x + (a"- a.')jr + (a/3"- «"0') } <?.; 

= {(/S' — /3")x + («•’— -+- (a'/3‘- *"/3')} Pj, 

4>(x,j) = {(/S’-/3')x+(a* -«')/ 4- (*'/3* — «*£*)} Qt i 

P* , Q, , P. , Q. , Pj , Qj , étant des tfUanti tés indéterminées. De plus, 
les quatre facteurs restans ç A (x,j), 4<( x >7)> Vt (x,j) , 4s( r >.?)> 
pourront être déterminés par la circonstance de 

<Pr C*,.r)-4-4( jr >r) + f*(x,j).4»C^»7)=o, 

pour tous les systèmes de valeurs de x et y ; circonstance qui 
donne les quatre équations .... (an) 

<?<(“' , /S' ) • 4-4 (“' > Z 3 ' )-f~fc(*' , /S' )-4s( a ' >?) = o, 

^ c«* , /B* ) . + 4 (•- , /S* ) + r , , |9' ) . 4, («• , j8* ) = O , 

*.(*’» ^')-4r( a '»/ S ')-)- | î l s( a ". Z 5 ' ) = ° » 

<?,(«", /3").4 4 (a", /3") H-«p s («", /3").4 s (a", fi") = o , 

qui serviront à déterminer quatre quantités parmi les douze qui 
entrent dans ces facteurs. 

Ainsi , en effectuant les produits de tous les dix facteurs $(.r,r) 
et 4(x, y) , qui composent l'équation générale (ai) ou (al) dont il 
est question, on obtiendra , pour les coefliciens de cette équation, 
les expressions suivantes : 

v i*. Par le développement des six premiers facteurs, 

(.4) = Jt(a'l 3* — a fi') (**£"— «"/S'}+5(*'/3*— «"/3')(a*3"— cl" P) 
' + T(*'[i" — *”j8') (a’ P — a'/3’), 

(B) = P{(/3' - fi' ) (a'/3"- a "/3*) + (3‘- /3”) («'/** - «'/8-)J 
+ 5 {(/B'- /S") («'fi"- «"3') + C/3' - /S") (*'/3- - «"5')} 

+ T((0 - /S") («'/S* - m-p ) + (P — P) } , 

(C) = /?{(«'—*' ) (*p’~ *"i') + («"— ** ) (œ'fi’ )} 

■+• 5 {(«* — a' ) (x'3"— «"/ 3*) -f- (*»— a' ) (x'3* — x m & )} 

+ 7’{(«"— «' ) (aTp—a’P ) + («'— «') («3"— *"/ 3')}, 
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(Ü) = fl {(a* _ *') (F - F') + (F - F ) (*" - O > 

1 -f- {(«- — «') (iS" — , S”) + (0'- /S- )(*"—«*)} 

4- a') (0* - ,3*) 4- (F _ /8«) («'-«*)} , 

(E) = fl(,â'_^)(^_^-)+5(/3'-/S')( ; S'-i3-)4-n^-^ ,, )(|6'-^*), 

(F) = fl(.WX«'-«" ) + 5( a '_«'}( a '_ a -)+F(*'-*-)( a*_o, 

fl’, N, 7’ étant des quantités indéterminées ; 

a*. Par le développement def quatre derniers facteurs , 

[A] — p K .q s -f- pi.qt , [Z)] = m 4 .s 4 4- n 4 .r 4 , 

[fl] = r t-Pi 4- 'V7 4 4- r 5 ./55 4- ">5-7 s, 

[<?] ~ S fPi+ " 4 -?4 + *5-fls+ «6-75, 

[F]=/« 4 .r 4 4- m 5 .r it [*1 = "»-*4 + n i-*s» 

en nous rappelant que quatre quantités parmi les douze qui entrent 
dans ces dernières expressions, sont fonctions des valeurs a!, F , a", 
F, F"> J®” > « u moyen des. quatre équations (an); 

3”. En réunissant ces valeurs , 

A = (A) + [A], B = (fl) 4- [fl] , C=(C) + [C], 

D = (D) + [D], F = (F)4-[F], F=(F)4-[FJ. 

Telle est donc la construction ou la composition des coefliciens 
A y B , C , etc. de l’équation générale (ak) 

o = A Bx 4- Cj 4- Dxjr 4* Ex* 4- Ej ' , 

déterminée par quatre systèmes de valeurt des inconnues x et y ; 
et telle est , par conséquent , la loi de la corrélation des équations 
à deux inconnues et du second degré , qui contiennent les mêmes 
quatre systèmes de valeurs de ces inconnues. — Ou voit, par cette 
loi , que ces équations différent , et de quelle manière elles diffé- 
rent , par les quantités indéterminées qui entrent dans la construc- 
tion de leurs coefliciens. 

Venons, en troisième et dernier lieu, à la hésoi.ütion des équa- 
tions d’équivalence. — Nous avons vu que la résolution des équations 
en général , répond à la fonction logique de la raison nommée subor- 
dination : il s’agit en efTel de subordonner les équations ou les valeurs 

de 
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de leurs inconnues , aux lois fondamentales qui régissent la réu- 
nion systématique des algorithmes élémentaires, formant le carac- 
tère distinctif des équations ; c’est - à - dire , de les subordonner 
respectivement aux lois que nous avous données plus liant pour 
chacune des branches algorithmiques de cette réunion systématique, 
considérée sous le point de vue transcendantal. — La classiticaliou 
et la comparaison des équations, qui ne portent que sur la relation 
des équations entre elles , ne sont fondées que sur des considéra- 
tions logiques, ou du moins ne reposent que légèrement sur les lois 
algorithmiques transcendantales des branches auxquelles elles se 
rapportent. Mais la résolution des équatious , qui subordonne les 
valeurs de leurs inconuues aux lois de la géuératiou des fonctions 
d'équation, est nécessairement fondée, toute entière, sur les lois 
algorithmiques transcendantales des différentes branches auxquelles 
se rapportent ces fonctions d'équation ; aussi , par cette raison , 
la résolution des équations forme-t-elle la partie principale de leur 
théorie. 

11 s'ensuit, de ces considérations générales, que la résolution 
des équations d'équivalence , est soumise aux lois fondamentales 
(AA) et (/>/>) de la théorie générale des équivalences , ou dérive de 
ces lois. D'ailleurs , cette assertion est ici claire par elle - même. 
On voit, en effet, que la seconde ( pp ) de ces lois , qui donne la 
détermination des quantités constantes contenues dans les facteurs 
simples du développement par graduation, équivalent à la fonction 
d'équation , donne immédiatement les valeurs des inconnues de 
l’équation. 

Or, ces résultats immédiats de l’application de la loi fondamentale 
(pp) de la théorie générale des équivalences , à la résolution des 
équations d'équivalence , consistcut dans ce qui suit : 

i*. Les deux racines de l'équation du second degré, considérées 
en général , sont des quantités irrationnelles du premier ordre , 
et ont , pour leur expression, la forme 

a*. Les trois racines de l'équation du troisième degré, considérées 
en général, sont des quantités irrationnelles du second ordre, 
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et ont , pour leur expression , la forme 

xz=*{vXy/A + B)+C)i 

3*. Les quatre racines de l'équation du quatrième degré , consi- 
dérées en général , sont des quantités irrationnelles du troisième 
ordre , et ont, pour leur expression, la forme 

X = +{ VWW* + B)+C) + D) ; 

4*. Los cinq racines de l’équation du cinquième degré, considé- 
. rées en général , sont des quantités irrationnelles du quatrième 
ordre, et ont , pour leur expression, la forme 

X = * { Viv'WWJ + X) + C) + D) + E)i 

et ainsi de suite, en désignant , comme plus haut , par la fonc- 
tion de £ composée de différentes formes ou valeurs que peut avoir 
la quantité % , et par A , B , C , D, E, etc. des fonctions des coefli- 
ciens A„, A, , A,, A,, etc. des équations. 

11. EST DONC AVÉRÉ QC* CES ÉQUATIONS DE TOCS LES DEGRÉS PEU- 
VENT être résolues tiikoriqcement. — Nous connaissons actuel- 
lement la nature de leurs racines , et même la forme générale de 
l’expression de ces dernières. Il ne reste qu’à déterminer leur expres- 
sion particulière ; mais cette tâche, qui n’est motivée que par un 
intérêt algorithmique, n 'appartient plus à la Philosophie des Mathé- 
matiques, ainsi que nous l’avons déjà dit plus haut : il n’appartenait 
à Cette Philosophie, que de déterminer la nature générale des racines 
en question. 

Quant aux équations contenant plusieurs inconnues, nous avons 
vu que ces inconnues ne sont déterminées que lorsque le nombre 
des équations données , est au moins égal à celui des inconnues 
qu’elles contiennent. Or , lorsque celte détermiualiou a lieu , ou 
peut , au moyen de l'élimination des inconnues , transformer les 
équations données en autant d'autres dont chacune ne contiendra 
qu’une seule inconnue ; et alors, ces équations pourront être réso- 
lues séparément. — Les limites que nous devons fixer à cet article 
concernant la théorie des équations d’équivalence, ne nous per- 
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mettent plus d'indiquer ici les principes métaphysiques de I'Éi.imi- 
natiow : nous pouvons nous en dispenser d’autant plus facilement-, 
que plusieurs des méthodes connues ne s’écartent que peu de leur 
véritable métaphysique. 

Procédons à la seconde branche de la théorie de la comparaison 
algorithmique, à la théorie des équations de différences et ne 
différentif.m.és. — Nous avons dit que les lois de cette branche 
dérivent de celles de la théorie générale des différences, que nous 
avons donnécplus haut. Ilcslvraiquc nous ne nous sommes arrêtés , 
dans l’examen philosophique de cette théorie générale , qu'aux dif- 
férences cl différentielles, directes et inverses, des fonctions d’une 
seule variable ; mais c'est là récllcineut le principe de toutes les 
différences et différentielles directes cl inverses , des fonctions d’un 
nombre quelconque de variables , ainsi que nous le verrons dans 
cet article. 

Soient X, , x,, Xj,x 4 , etc., des quantités variables liées parles 
relations primitives. . . . (La) 

_/î r, etc.) — o , [r ,, x, , x,, x, , etc.) — o , 

/j(x,,x,,x,,x 4 , etc.) = o, etc., etc.; 

f, >./i ,./i > fie. dénotant des fonctions quelconques de ces quantités.' 
Soient, de plus, x[ = Ax,, xj=Ax., x',= Ax 3 , etc., des accroisse- 
îneus des variables x,, x, , x, , etc., déterminés par les relations 
primitives (l/a) , on aura nécessairement et évidemment 

f((x, — x|), (x, — x;), (x, — xJ) , etc.) = o , 

/.((x. — x[), (x/— x' % ), (r, — x'), eU. - .) = o, 

/j((x,— x|), (x,— xJ, (x, — x'), etc.) = o, etc., etc.; 
et par conséquent 

/.(x,,x.,x„ etc.) — y, ((x, — x[), (x,— x;), (x,— x;),etc.) = o, 
/.(X, , x., Xj, etc.) — y.((x,— x;), (x,— x;), (x,— x;), etc.) = o, 
/»(*,» x., x s , etc.)— yi((x,— x,'), (.r.— x;), (x 3 — x 3 ), etC.) = o, 
etc. , etc. ; c'est-à-dire ( bc ) 

A/l (x, , x. , x, , etc.) = o , A/, (x. , x„ x, , etc.) = o , 

A f, (x, , x, , x, , etc.) = o , etc. , etc. 
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Ces dernières rclalions , considérées en elles-mêmes ou dans Jeu» 
combinaison avec les relations primitives (bd) , contiendront visi- 
blement les différences A x, , Ax,, Ax,, etc. du premier ordre des 
quantités variables x, , x , , etc.; et donneront ainsi des relations 
dérivées premières , de la forme. . . . (W) 

Si ("^n *-*'• j etc. | Ax, , A.r, , ùiXt ( etc.) — o , 

SS'* i * etc. } Ax, , A.r , , Ax, f etc.) — o , 

/;(x,, x., x,, etc., Ax,, Ax,, Ax,, etc.) = o, 

etc. , etc. ; 

J’, jf’.yfi, etc. , dénotant autant de fonctions différentes. 

En considérant , en second lieu , les accroissemens x" = A’x,,' 
x" ;= A’x, , x’s= A’x,, etc. des quantités variables Ax, , Ax„ Ax,, etc. , 
comme étant déterminés par les relations dérivées premières (bd) , 
et en traitant cc$ relations dérivées comme nous avons traité les 
relations primitives (bd) , on parviendra à des relations nouvelles 
qui , considérées en elles-mêmes ou dans leur combinaison avec les 
relations précédentes (bd) et (bn) , contiendront les différences 
Ax,, Ax, , Ax, , etc. et A’x, , A’x,, A’x, , etc. des deux premiers 
ordres des quantités variables x, , x, , x, , etc. ; et donneront ainsi 


des relations dérivées secondes , de la forme .... (be)‘ 

Si (■*’• * 

etc. , 

Ax, , Ax, , etc. , 

T- 

A’x,, A’x,, etc.) = o. 

Si (■*•■> 

etc.. 

Ax, , Ax, , etc. , 

A’x,, A’x,, etc) = o. 

Si ( X < » **» » 

etc., 

Ax,, Ax,, etc.. 

A’x,, A’x,, clc.) = o. 

etc., etc. ; 



■ 


, etc. dénotant antant de fonctions différentes. 
Procédant de cette manière , ou obtiendra , eu général , des rela- 
tions dérivées de la forme .... (bf) 


f“(x n x„e le., Ax„ Ax„ etc., A*x„ A \r„ etc. . . A“x„ A"x„ etc.)==o, 
/;(x, , x„ etc., Ax,, Ax„ etc., A’x,, A*x„ etc. . .A*x„ A“x„ etc.)=o, 
yj(x,,x„etc.,Ax,,Ax„etc., A’x,, A’x,, etc. . .A*x„ A"x„ etc.)=o, 
etc. , etc. ; 

S',,/",, f m ss etc. dénotant autant de fonctions différentes. 
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Or, ce sont ces relations dérivées successives , qui constituent 
les équations de difféhences. — Lorsque les accroissemens 
x\ , x',, x',, etc., or*, , x*, , x", , etc. , etc., dont il est question dans 
ces relations , seront infiniment petits , les relations dérivées succes- 
sives contiendront les différentielles des variables x, , x, ,x, , etc., 
à la place des différences de ces variables; et elles formeront alors 

les ÉQUATIONS DE DIFFÉRENTIELLES. 

11 faut observer que , puisque les accroissemens x', , x', , x', , etc. , 
x*,, x f ,,x', , etc. , etc. , qui forment les différences ou différen- 
tielles des quantités variables x,,x, , x,,etc. , sont, eu principe , 
déterminés par les équations primitives ( ba ), les équations dérivées 
successives (bd) , (be) , et en général (bf) , expriment nécessaire- 
ment les memes relations entre ces variables, que celles détermi- 
nées par les équations primitives (ba). De là vient que les équations 
dérivées successives , en différences ou en différentielles , directes 
ou inverses , sont, par rapport à la relation des variables, identiques 
avec les équations primitives; et par conséquent, qu'elles servent 
théoriquement, comme les équations primitives, à exprimer cette 
relation. — C'est aussi là le véritable objet de la théorie des équa- 
tions de différences et de différentielles. 

Avant de procéder à l'examen de cette théorie , voyons quelle 
est la forme des différences et des différentielles des fonctions de 
plusieurs variables. — Soit, pour cela, la fonction F(x, , x,, x,,etc.) 
de plusieurs quantités x, , x,, x, , etc. Supposons que , parmi ces 
quantités , la quantité générale x^ soit variable; et nous aurons., .(bg) 



pour la différence et pour la différentielle de celte fonction , 
prises par rapport à la variable générale x^ , en désignant , suivant 

l’usage , par et par , les coefliciens de la différence 

Ax„ et de la différentielle dx^ , dans les expressions de la différence 
cl de la différentielle de la fonction F(x,,x t , x,, etc.) dont il 
s’agit. Or , quelle que soit la quantité générale x,, , considérée 
comme variable , parmi les quantités x, , x, , x, , etc. , les expres- 
sions précédentes (bg) de la différence et de la différentielle de la 
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foncliou F(x 1 ,.x, ,x 3 , etc.) <le ces quantités, subsistent de la même 
manière , et nommément d’une manière indépendante de celles des 
quantités x,, x,, x 3 , etc. qui sont differentes de x,, . Ainsi, eu 
considérant toutes ces quantités comme variables , la fonction 
F(x t , r, , etc.) recevra , par l’accroissement simultané de ces varia- 
bles , des aecroissemcns distincts et correspondans respectivement 
aux accroissemens de chacune de ces variables; c’est-à-dire qu'on 
aura .... ( bh ) 

AF (x, , x, , x 3 , etc.) = (£0. Ax,-f-(^0 . Ajr.+Q.iJ, + etc. , 
dF(x, , x. , x 3 , etc.) = (J0 . dx, +(g0 ■ dx. + (££)■<*■*> + etc. 


Cette forme des différences et des différentielles des fonctions de plu- 
sieurs variables, est doncévideute par elle-même, et est fondée immé- 
diatement sur la nature de la formation des ditlérences : elle n'a donc 
besoin d’aucun artifice pour être déduite ou démontrée. 11 en est de 
même de l'expression marquée plus haut par (ùc ). — Nous faisons celle 
observation , parce que les géomètres de nos jours, ceux du moins 
qui ont méconnu et rejeté les véritables principes du calcul diffé- 
rentiel , se sont donné la peine de chercher des artifices pour dé- 
duire ces propositions, et nommément pour les déduire du prétendu 
théorème de Taylor, qu’ils considèrent comme le principe du cal- 
cul différentiel. 

Soit eucore la même fonction F(x , , x,, x 3 , etc.) de plusieurs 
variables x, ,x, , x 3 , etc., et désignons par 


V ArV.AxV.Ar'.'. .. J '' 3 

et «' \ dx - : . <lx ' : .dx ' 1 \ . 

\ dx\-.dx\-.djL / 3 


la différence et la différentielle de celte fonction , prises successi- 
vement par rapport aux variables x,, x,, x 3 , etc., suivant l’ordre où 
se trouvent ces variables dans l’espèce de dénominateur de ces fonc- 
tions, en observant d'ailleurs que i .-f-r.+ rj. • • •= «■• Or , si nous 
désignons, de plus , par [f les différentes permutations d’uu assem- 
blage de choses, et par fl. , fl, , fl, , etc. des ordres particuliers et 
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détermines de ces permutations , nous aurons , en général. . . Çbi) 

/A^(x.x,,.^)X ^ Ax r. _ = . Ax '. . Ax ;. . . . 

V n.axV .Ai'.-. . . / \ ivs*V . . / 

Vn^icV.ifair...^ • * Vn>*v.rfx’;... J 

en dénotant par ri 3 et ri x des ordres quelconques , déterminés et 

différens , des permutations des assemblages (Ax, 1 . A.r*'. . . ) et 
(dx'f.dx — Pour peu qu’on fasse attention à ces propo- 

sitions générales, on voit qu’elles sont fondées sur la proposition 
particulière ’ 

f désignant une fonction des deux variables x et y. Mais , suivant 
l’expression (a) de la formation des différences, on a 

= -*.(- {7— «•»» 

en désignant par ,</«. et les agrégats des termes corrcspondans 
respectivement à toutes les valeurs entières de ct et ir, et par £ et u 
les accroissemeus des quantités x et y, desquels dépendent les diffé- 
rences. De plus, prenant, dans la première de ces expressions, la 
différence y par rapport à la variable^-, et dans la seconde , la dif- 
férence p par rapport à la variable x, on aura, suivant la même 
expressiou (a), 

( î S t ÿ ï )-^Ae=^C-0'.^x 

x O’-^rr •/((*— «•?), (7— *«)); 




-V: 
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et par conséquent 


'A*f (x % y) 
< Axr.ày* 



A.r’. 


Donc , etc. 

Il faut remarquer que , dans les expressions (bh) et (il) , les quan- 
tités désignées par 



et 


/ A^F (x, , T, , etc ) \ 

\ Ax’-.A*';... J* 


/ Jf'FÇ t , , ,T,, «lr.) \ 

\ dx’:.dx\‘... J* 


qui forment les coefficiens des différences et des différentielles , 
constituent des parties essentielles de ces çxpressions. Ces quan- 
tités sont sur-tout remarquables lorsqu’elles forment les coefficiens 
des différentielles , parce qu’alors elles ne contiennent plus ccs 
différentielles , et par conséquent , parce qu'elles expriment alors 
le rapport des accroissemcns infiniment petits dont elles forment 
les coefficiens. — Cette propriété des quantités en question , les a 
fait distinguer dans le calcul différentiel : on leur a donné les 
noms de coefficiens différentiels , du premier ordre , du second ordre , 
etc.; de fonctions dérivées , primes, secondes, etc. D'après ce que 
nous venons de dire de la ualurc de ces quantités, leur distinction 
et leur dénomination particulière n’ont rien de surprenant ; mais la 
prétention qu’on a de les ériger en principes du calcul différentiel ut 
de les déduire d'une manière indépendante de ce calcul, cause une 
surprise d'autant plus grande que cette prétention implique une 
contradiction manifeste : en effet , les coefliciens différentiels eu 
question, considérés d’une manière quelconque, doivent leur 
existence, explicitement ou implicitement, à la considération des 
accroissemens infiniment petits ; et cependant on veut les déduire 
en faisant abstraction de ces accroissemcns. 

Venons maintenant à la théorie même des équations de diffé- 
rences et de différentielles. Mais , pour abréger ou pour simplifier 
ces considérations philosophiques , ne nous attachons qu'aux équa- 
tions différentielles : on pourra immédiatement, avec les modifica- 
tions que nous indiquerons à la fin de cet article , étendre, par une 
simple ihduction , aux équations de différences, ce que nous dirons 
ici sur les équations différentielles. De plus, convenons d'avance 

de 
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de designer, par les lettres F, f, <£, <p, 'P, 4- , 0,8, et 3-, des 
fonctions algorithmiques quelconques , et spc'cialcment par F,, 
F, , etc. , f, ,J, , etc. , <h, , , etc. , etc. des fonctions algorithmi- 

ques différentes. 

Trois parties se présentent encore : la classification, la comparai- 
son , et la résolution des équations de différences. — Or, pour 
ce qui concerne, en premier lieu , la cr.ASSiFtCATtow des équations 
différentielles auxquelles nous nous arrêtons ici , il est évident, d’a- 
près la formation de ces équations, que le principe premier de leur 
spécification consiste dans l’ordre , plus ou moins élevé , des dif- 
férentielles qui entrent dans les équations ;-et particulièrement dans 
la différence des ordres Extrêmes de ces différentielles. Ainsi , 

* o = F,(x,, x., x,, etc. , dx , , dx . , dx , , etc.) 
est un# équation différentielle du premier ordre ; 

«= F, (x, , x , , x, , etc. , dx , , dx ,, dx,, etc., d'x,, d'x,, <Px j, etc.) 

est une équation différentielle du second ordre; et ainsi de suite. 

Lorsque les équations différentielles contiennent des différentielles 
inverses ou des intégrales, on peut considérer ces dernières comme 
autant d’autres variables de l’ordre zéro de différentielles , et rem- 
placer, en fonctions de ces nouvelles variables , les autres variables 
contenues dans les équations. Par exemple , si l’on avait l’équation 

<S= F(x, jr, /dx.ip{x,jr), dx, dj), 

on pourrait faire fdx.$(x,f)=sz; ce qui donnerait Q{x,jr) as 

j-=^(x,^), en désignant par 4 - la fonction réciproque; et 

dj—d^(x, On aurait donc 

o—F(x, d\(x, £)), 

qui serait une équation différentielle du second ordre , entre les 
deux variables x et.z. 
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Outre ccttc classification principale des équations différentielles , >1 
en existe deux autres qui ne sont qu'accessoires , et qui portent sur 
les principes de spécification des équations d’équivalence , savoir, 
sur le degré de puissante auquel se trouvent les différentielles , et 
sur Yordre <T indétermination dans lequel se trouvent les variables. 
— Ainsi , lorsque les différentielles contenues dans les équations , 
sont au premier degré de puissance , au second degré , etc. , les 
équations différentielles, d’un ordre déterminé, sont, en outre, du 
premier degré , du second degré, etc. De plus, lorsqu’il existe m 
quantités variables, et (m — i) équations primitives entre ces varia- 
bles, («i — a) équations primitives, (m — 5)équations primitives, etc., 
les équations sont du premier ordre tf indétermination , du second 
ordre , du troisième ordre , etc. ; cl les variables de ces équations 
sont respectivement fouettons d’une seule de ces variables', de deux 
de ces variables , de trois, etc. , etc. 

Venons, en second lieu, à la compaiiaison des équations diffé- 
rentielles. — Ici , le principe de la corrélation de ces équations , 
consiste dans la possibilité de combiner les équations différentielles 
d’un ordre déterminé , avec les équations primitives et avec les 
équations différentielles des ordres inférieurs , c’est-à-dire, pour 
ce qui concerne les résultats algorithmiques , dans l’élimination de 
certaines quantités contenues dans ces équations, au moyen de la 
combinaison que nous venons d'indiquer. En. effet, outre la 
relation directe des équations différentielles d’un ordre détermine, 
avec leurs équations primitives et avec les équations différentielles 
des ordres inférieurs , il ne saurait évidemment y avoir, entre les 
équations différentielles d’un meme ordre , contenant les mêmes 
variables , d’autre corrélation que celle qui résulte de la combinai- 
son de ces équations entre elles, ou avec leurs équations primitives 
et avec les équations différentielles des ordres inférieurs. — Voyons 
quels sont les résultats possibles de ces combinaisons, et par consé- 
quent l'état de la corrélation des équations différentielles. 

Pour procéder avec méthode dans ccttc comparaison des équa- 
tions différentielles, examinons - les dans l'ordre du tableau 
suivant : 

1. Equations primitives du premier ordre d'indétermination; 
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A. Entre deux variables , 

a. Equations du premier ordre de différentielles.... (i*) 


b. Equations du second ordre de différentielles.. .... ( 3 °) 

etc. , etc. 

B. Entre trois variables , 

a. Equations du premier ordre de différentielle» ( 5 *) 

b. Equations du second ordre de différentielles ( 4 *) 

etc. etc. 

C. Entre quatre variables, etc. 


U. Equations primitives du second ordre d'indétermination ; 

A. Entre trois variables , 

a. Equations du premier ordre de différentielles ( 5 *) 

b. Equations du second ordre de différentielles (6*) 

etc., etc. 

m w 

B. Entre quatre variables, etc. , etc. 

ÏII. Equations primitives du troisième ordre d’indétermination, etc. 

Soit donc (1’), entre deux variables , l'équation primitive. ... (bj) 


o = ?(x,j)), 

1 p dénotant une fonction contenue dans la fonction 4 . — Ainsi , 
en vertu des expressions (bc) et (bit) , nous aurons (bjj 


Or , si l’on a . . . . (bj)' 

(■£)•* “ 0 » 

on pourra éliminer, entre les équations (bj) et (bj)' , la fonction <p ; 
et l'on aura une équation différentielle du premier ordre. . . (bff 
o = *(x,j', dx;dj), " 

qui ne contiendra plus la fonction <p. — Mais, la quantité ^^.dippeut 
être égale à zéro dans deux cas : lorsque o; et lorsque 
= 0. Dans le premier cas , 4 est une fonction invariable de 

x et j', c’est-à-dire , une quantité constante, lorsqu’il s’agit réelle- 
ment de différentielles; dans le second cas , la nalnre de la fonction 
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<p est telle que ^gr^s=o. — - Ainsi , l’équation différentielle du pre- 
mier ordre (£/)"', considérée par rapport à la relation des varia- 
bles x et j' , équivaut à deux équations- primitives : l’une contenant 
une constante arèitraire ; l’antre contenant une fonction singulière Q 

de ces variables , telle que = o. 

Soit (a*)', entre deux variables , l'équation primitive. . . . (AA) 
o z=*(x,jr, 

p et 4. dénotant deux fonctions contenues dans la fonction 4 . — 
Ainsi, en vertu des expressions (Ac), (A/j), et (Ai), nous aurons, 
d'abord... (AA)' 

et ensuite.... (AA)* 

0 = G?)-**** + (£)■** + 3 (l^) dxd f 

+ + (^)- dy + Q; 
en désignant par P et Q les quantités multipliées par les différen- 
tielles de <p cl de ■4.. Or , si l’or» a . . . . (AA)'" 

P = o-, et Q = o, 

on pourra éliminer, entre les trois équations (AA) , (AA - )' et (AA) r r 
les deux fonctions 4 et 4 ; et l’on aura une équation différentielle 
du second ordre .... (AA)'* 

o =s •* (Xjjrj dx^djr, d‘x J dy), 

qui ne contiendra plus les fonctions 4 et •>}/. — Mais, les quantités P 
et Q peuvent être égales à zéro dans deux cas : lorsque 9 et ^ sont 
des fonctions invariables de x et y ; et lorsque 4 et >{, sont, l’une 
ou toutes les deux , des fonctions variables de x et y, telles que' 
P= o et Q=o. — Ainsi , l'équation différentielle du second ordre 
(AA)”, considérée par rapport A la relation des variables x et jr, équi- 
vaut à deux équations primitives : l’une contenant deux cons- 
tantes arbitraires ; l’autre contenant une ou deux fonctions singu- 
lières 4 et 4, de ces variables, telles que P— o et Q— o. 
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Poursuivant ces comparaisons , ou obtiendra des résultats*pareils 
pour les équations différentielles des ordres plus élevés. 

Soient (3*), entre trois variables , deux équations primitives (l/l) 

o = *,(x,jr,z, <P.( x,y,s), 4Cw> *))> 
o = <I>.(jr ,y,z, *<?.(*',?,*), 4v r >.7'> *))> 

0 , p, et 4 dénotant trois fonctions contenues dans les deux fonc- 
tions «X>, et <t>,. . — Ainsi, en vertu des expressions (le) et (bh), nous 
aurons. . . . (bl)‘ 

° ==(is)- dx +(^)- d s+Gù- ,h +©■ ■ d *' 

Or, si l’on a. . . . (M)* 

< ©•^ + ©-‘^ ==0 ' <l + (S)’^ = °‘ 

On pourra éliminer, entre les quatre équations (bl) et (II)', d’abord, 
deux des trois fonctions p, , p, et 4 » P ar exemple , p, et p, ; 
et en second lieu , toutes les trois fonctions p , , p, et 4- On aura, 
dans le premier cas , les deux équations différentielles du premier 
ordre .... (Hf 

o — (x,y, a, 4 (x,y, s), dx', dy, dz , d-\ (x ,j, *)), 

o = -*,(x,j,Zj 4 (x,y,z), te, 4r> dz /M^ c /J r > 1 )')/ 

qui ne contiendront qu’une seule' des trois fonctions p,, et 4 ; 
et l’on aura, dans le second cas, l'équation différentielle du premier 
ordre (II)" - 

o = © (x, y, z, dx, dy , dz) , 

qui ne contiendra plus aucune des trois fonctions p,, $.et4- — Mais, 
les relations différentielles (bl)' peuvent avoir lieu dans deux cas : 
lorsque <p, , p, et 4 sont des fonctions invariables de x,y , sj et 
lorsque l’une de ces quantités , deux ou toutes les trois sont des 
fonctions variables de x,y , z, telles que ces relations différentielles 
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aient Ijpn. De plus, puisque, dans ce dernier cas, il n'cxisic que 
les deux relations ( bl }" pour déterminer les trois fonctions va- 
riables ç, , et 4» l une de ces trois fonctions , par exemple 4» sera 
nue fonction arbitraire ; et les deux autres , p, et , seront déter- 
minées , au moyen de ces relations différentielles , en fonctions de 
• cette foncliou arbitraire 4 » et de sa déajvée différentielle. — Ainsi, 
les deux équations différentielles do premier ordre (ht)'", considé- 
rées par rapport à la relation des vaiüablcs x,jr et s , équivalent à 
deux systèmes de deux équations primitives entre ces variables : 
l'un où les deux équations' primitives contiennent deux constantes 
arbitraires p, et if, ; l'autre où les deux équations primitives con- 
tiennent une ou deux fonctions singulières <p, et des variables 
jc,y cl 5, telles que les relations différentielles (4/)" ont lieu. De 
plus , l'équation différentielle du premier ordre ( bl )", cousidérée 
par rapport à la relation des variables Jf, y et z , équivaut de même 
a deux systèmes de deux équations primitives entre ces variables : 
l'un où les deux équations primitives contiennent trois constantes 
arbitraires <p, , <ç, et 4 • l’autre où les deux équalious primitives con- 
tiennent une , deux ou trois fouctions singulières ç, , p, et 4 «fes 
variables x,j et z , telles que les relations différentielles {bl)' ont 
lieu , c’est-à-dire , ce qui revient au même , le système où les deux 
équations primitives contiennent une fonction arbitraire 4 et s» déri- 
vée différentielle. 

Si l’on prend (4*) les équations différentielles du second ordre , 
en partaut de deux équations, primitives entre trois variables , et si 
l'on combine ces équations du second ordre, avec les équations 
primitives et avec des équations différentielles du premier ordre, 
suivant la manière précédente , on obtiendra des résultats analogues 
à ceux que uous venons d'obtenir. — On obtiendra de même des 
résultats parcils pour les équations différentielles d'un ordre quel- 
conque, à trois variables ; et en général, pour les équatious d'un 
ordre quelconque de différentielles, appartenant au premier ordre 
d’indétermination. — Procédons à la comparaison des équatious dif- 
férentielles appartenant au qgeond ordre d'indétermiualiou. 

Soit (5*.), entre trois variables , l'équation primitive. . . (A/n) 

o = 4>(x,jr , z, <p (x t j, z)'). 
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0 débotant une foqcüoa contenue dans la fonction ®. Nous 
aurons .... (ira)' 

° = (£)•<** + ($)-^ + (S) ,<fc + 

Or , si l'on a . . . . 

(î>*— 

on pourra éliminer , entre les équations ( ’bm ) et (Ara)', la fonction 
0 ; et l'on obtiendra une équation différentielle du premier 
ordre .... ( bm )"' 

O = 'P {Xj y, s, dx, dy, dt), 

qui ne contiendra plnsla fonction tp. — En un mot , tout a lieu ici , en 
général, comme pour les équations (bj), (bj)‘, etc. — Mais, une circons- 
tance particulière se présente : elle distingue essentiellement l’équa- 
tion ( bm)“ dont il s’agit, de l’équation (M)" qui est également une 
équation différentielle du premier ordre et à trois variables. Cette cir- 
constance consiste en ce que, les trois variables x,y et s notant ici 
liées que par une seule équation (ira) , la relation entre deux de ces va- 
riables , et par conséquent la relation cbtre leurs différentielles , 
restent indéterminées ; de manière qu’il faut que la fonction 
(x ,y, z, dx , dy, dz) soit ellé-même une différentielle , ou du 
moins qu’il y ait un facteur qui la rende différentielle d’une fonc- 
tion de deux variables indépendantes, et par conséquent qu'elle 
satisfasse aux conditions de celte dérivation différentielle : nous par- 
lerons ci-après de ces conditions de la dérivation différentielle, 
qu’on ttbmme conditions <f intégrabilitè. 

Soit encore (5*.) , entre trois variables , l’équation primitive... ( bu ) 

o = <t>(x,y, z, 0 {x ,j,z), 4(x,j,z)), 

C et 4 dénotant deux fonctions contenues dans la fonction 4>. — Nous 
aurons .... (bn)‘ 

.Mais, puisque les trois variables x,y et z ne sont liées que par 
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une seule équation (in) , l’une de ces quantités , par exemple a , 
est nécessairement fonction des deux autres x et j\ et nous aurons 

dz=(£).dx + (±).dy, 

+ (£)•** 

en considérant les fonctions ? el ^ comme réduites à x et y. 
Ainsi, en substituant ces Valeurs dans l'cquation différentielle (in)', 
on aura .... (in)" 

■>={(£)+@(Ê)+Ô*K£)+(si)®)J ^ 

+ ((£)+(£)•($)+(£)■(!)+(£)• (£)J *■ 

De plus , puisque la relation dès deux quantités x cijr , et par con- 
séquent la relation de leurs différentielles dx et dy , restent indéter- 
minées, il faut, pour que l’équation précédente puisse avoir lieu, 
que les coefficiens des différentielles indéterminées dx et dy, soient 
chacun égaux à zéro ; de manière qu’on aura les deux équations 
dérivées différentielles du premier ordre .... ( in )'" 



Ce sont ces équations qu’on nomme équations différentielles par- 
tielles , pour les distinguer de l’équation (in)' qu’on nomme différen- 
tielle totale. — Or , si l’on a. . . . (in)” 



on pourra éliminer, entre l’équation primitive (in) et les deux équa- 
tions différentielles partielles (in)', les deux fonctions ç «t 4 ; ot 
• l’on 
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l’on aura une équation dérivée aux différentielles partielles du pre- 
mier ordre .... (An)' 

o = *(x 3 jr, z, (£), (§)), 

qui ne contiendra plus les deux fonctions ip et 4 - — Mais, les deux 
équations de condition (An)”, étant considérées en général , sont pos- 
sibles dans deux cas : lorsque <p e t •>(. sont deux fonctions invariables 
de x, r et a; et lorsqu’elles sont des fonctions variables de ces quan- 
tités, mais telles que les équations de condition (An)” aient lieu. Il 
faut cependant remarquer que , quoiqu’on ait , dans Je dernier cas , ’ 
deux équations pour déterminer les fonctions p et q., la nature de 
ces équations est telle qu'on ne peut en déterminer qu’une seule , 
et que l’autre reste une fonction arbitraire de la première. En effet , 
soit 4 = 9 ? j eu désignant par 9 une fonction arbitraire ; on aura 

(d'.\ /d‘f\ / iU>\ /<U\ Afl«\ /rf»\ 

\Zx) \df>/ ‘ \dy/ 

et substituant ces valeurs dans les deux équations de condition (An)”, 
ces équations se réduiront à une seule (An)" 

&)+(£)•(£)=<>• 

Ainsi , l’équation dérivée (An)' aux différentielles partielles du 
premier ordre , considérée- par rapport à la relation des variables 
x,je t 3, équivaut à deux équations primitives : l’une contenant deux 
constantes arbitraires <p et 4 ; l’antre contenant une fonction arbitraire 
fl d’une fonction 1 p déterminée par l'équation de condition (A«)". 

Si l’on compare de même les équations différentielles du second 
ordre (6*.) à trois variables , et en général les équations d’un ordre 
quelconque de différentielles et d’un ordre quelconque d'indétermi- 
nation , on obtiendra des résultats semblables , qui , pris dans leur 
ensemble , forment les lois de la corrélation des équations dif- 
férentielles. — Nous présenterons ailleurs ces lois sous une forme 
générale. 

Venons, en troisième et dernier lieu , à la résolution des équa- 
tions différentielles. — Nous avons vu que cette partie de la théorie 
générale des équations, consiste à subordonner les équations ou les 
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valeurs de leurs inconnues , aux lois fondamentales des brandies 
respectives de la constitution algorithmique, auxquelles se rapportent 
les équations. Ainsi, la résolution des équations différentielles se réduit 
à subordonner la relation de leurs variables (*) à la loi fondamen- 
tale ( c ) de la théorie générale des différences , et spécialement à 
la loi fondamentale (/) de la théorie générale des différentielles , 
c'est-à-dire qu’elle se réduit à déterminer, au- moyen de cette loi 
fondamentale , les équations primitives qui expriment la relation 
des variables , équivalente à la relation qu'expriment les équations 
différentielles proposées. 

Mais celle subordination logique, celte détermination des équa- 
tions primitives , n’est point ici aussi manifeste que dans la résolu- 
tion des équations d’équivalence, où la loi fondamentale de la théo- 
rie générale des équivalences, donnait immédiatement la valeur des- 
inconnues de ces équations. 

Reprenons d'abord la loi fondamentale (T) de la théorie générale 
des différentielles , dans le cas de l’ordre inverse de dérivation, savoir, 

d^J^(Fx.fx) = { Fx ffx —t.dFxJ* + 'fx + t'>i±±K 

X — etc. 

et observons que , quoique cette loi ne contienne qu'une seule va- 
riable, elle n’en est pas moins le principe de l'intégration des fonc- 
tions d’un nombre quelconque de variables. En effet, les différentes 
variables qui entrent dans une fonction algorithmique , ou sont , par 
elles-mêmes , des fonctions déterminées d'une seule variable , ou du 
moins elles peuvent être considérées comme étant des fonctions in- 
déterminées d'une seule variable ; et de cette manière , la loi fonda- 


(*) Nom disons ici subordonner la relation des variables, et non subordonner 
leurs valeurs, parce que, cet variable» étant nécessairement indéterminées, la 
détermination de lenr valeur , qui est l'objet général de la résolution des équa- 
tions, te réduit ici à la détermination de la relation de cet variables, de la 
relation qui forme les cquatkme primitive»; et c'est pour cela qu'on dit commu- 
nément intégrer les équations différentielles , et non les résoudre : cette dernière 
dénomination est cependant préférable, comme étant plus générale, et sur-tont 
comme ayant une signification plus adéquate. 
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mentale en question y trouve toujours son application. — On peut 
donc réellement subordonner, à cette loi, les fouclious formant les 
équations différentielles. 

Or , pour peu qu’on examine la nature de la loi fondamentale 
dont il s'agit , on verra que le procédé de cette subordination 
logique , le théorème général et philosophique de la résolution ou 
de l'intégration des équations différentielles , consiste dans la décom- 
position des fonctions d'équation en deux facteurs , F et f , tels 
que, d'une part, l'intégration successive delà fonction ^jusqu’à 
un ordre déterminé (,u. -+•»), soit possible, et que, de l'autre 
part, la différentielle de la fonction F, qui multiplie l'intégrale de 
l'ordre immédiatement supérieur de la fonction /, 

soit réduite à zéro par des circonstance* dépendantes des équations 
différentielles proposées» 

Pour ce qui concerne, en premier lieu, la possibilité de l’inlc'- 
gralion successive de la fonction il est visible que cette fouclion, 
pour admetre l'intégration , doit être de la nature des fonctions 
différentielles de variables indépendantes , par la raison que les 
différente* variables qui peuvent y entrer, doivent toujours , pour le 
procédé théorique en question , être considérées comme indépen- 
dantes dans l’intégration de cette fonction. — Mois , le caractère 
distinctif des fonctions différentielles d« plusieurs variables indé- 
pendantes , consiste notoirement et évidemment, par rapport au 
principe , dans l'actualité de la loi des coefficient différentiels ou 
des fonctions dérivées différentielles , que nous avons examinée plus 
haut sous la marque (bi) ; et par rapport aux conséquences , dans 
l'actualité des résultats qui proviennent de la loi que nous venons 
de nommer. Ce sont ces résultats qu’on appelle conditions ifinté- 
gruùilùé, dont nous avons déjà parlé plus haut ; et par conséquent, 
c’est à ces conditions que doit satisfaire la fonction f dont il est ques- 
tion. — Il faut cependant remarquer que la fonction f peut , dans cer- 
taines circonstances , être une fonction déterminée d’une seule va- 
riable ; et qu’alors elle n’a besoin de satisfaire à aucune condition 
d'intégrabilité. 

La détermination des conditions d’intécrabiuté appartient en- 
core à la Philosophie des Mathématiques, et spécialement à la Mé- 
taphysique de la théorie générale des différences ; mais , ces condi- 
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lions étant connues généralement et se trouvant déduites avec 
assez de métaphysique , nous nous sommes dispensés de nous en 
occuper dans cette Introduction. 

Il faut encore remarquer , dans l’examen de la fonction f, que 
les intégrales successives de celte fonction, qui entrent dans l’ex- 
pression de la loi fondamentale (/) de la théorie générale des diffé- 
rentielles, contiennent nécessairement autant de constantes arbi- 
traires, qu’elles impliquent d’intégrations successives, c'est-à-dire, 
qu’on a (bo) 

• dx./j'x = ffx.dx + A, 

dx' f{ffx.dx-\-A)dx-\-B, 

dx' .Pfx— /{/(ffx .dx + A)djc-\-tT)dx+C, 

etc., etc., 

A , B , C, etc. étant des constantes arbitraires, mais identiques 
dans ces expressions de l’intégration successive de la fonction f. 

Pour ce qui concerne, en second lieu, la fonction F, qui est 
l'autre des deux facteurs F et/, dans lesquels les fonctions formant * 
l’équation différentielle se trouvent décomposées , et nommément 
pour ce qui concerne les circonstances qui doivent réduire à zéro 
la différentielle de celte fonction F, correspondante à l’intégrale de 
l’ordre de la fonction f , c’est là proprement la 

partie essentielle du théorème général et philosophique de la 
résolution ou de l'intégration des équations différentielles. — 
lYous allons en donner une exposition suffisante pour pouvoir nous 
former une idée de la métaphysique de cette intégration ; mais , 
pour simplifier cette exposition , nous nous contenterons , sans 
nous arrêter à aucune considération ultérieure , d'examiner les équa- 
tions suivant l'ordre où elles . se trouvent présentées daus l'article 
précédent , concernant leur corrélation , et de nous reporter aux 
• explications que nous y avons données. 

Soit donc (i\), entre deux variables je et y , l’équation différen- 
tielle du premier ordre (bj) m 

a = -Ÿ(x,j, dx, dy). 

Lafonction d’équation 'P, seule ou multipliée par une fonction H des 
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■variables x, y, et de la dérivée différentielle ^ , peut être considérée 

comme composée de deux facteurs, F et f, formant deux fonctions 

de x , y , dx et djr , savoir , 

» • 

F—F(x, y , 20 et f=f(x,jr , dx, dj). 

Ainsi , en observant que la variable est ici une fonction déter- 
minée de jc, nous aurons, en vertu de la loi fondamentale (/) , en 
y supposant fi= i , l’égalité. . . . (hj), 

° —/(=■* (*,?, dx,djŸ)=f{ F (x,jr, ^)-f(x,J, dx, <//)} = 

'= dF (*>ï> d £) àx, dj) 

4- d'F (x,j, d J^.pf(x,y,dx, dj) — etc. ; 

et nous pourrons éliminer, des fonctions F et dF, les dérivées dif- 
férentielles 'j- et y'- , au moyen de l’équation donnée (bj)“ et de 

sa différentielle. Or, si la fonction F est telle que, par l’élimina- 
tion que nous venons d’indiquer, on ail identiquement. . . . (J>j) u 

dF ( x >r»i)—°’ 

on aura l’égalité. . . . (hj) m 

o = F(x ,jr,^.ff(x, j , dx, djr) = <b(x,j, A), 

qui contiendra une constante arbitraire A provenant, d’après (ho), 
de l’intégrale ff(x ,j, dx, dr). — Donc cette égalité (hj) m formera 
l’une des deux équations primitives, correspondantes respectivement 
à l’équation dérivée (bj) m qui est proposée. Pour avoir l’autre de ces 
équations primitives, qui est l’équation primitive singulière, il suf- 
fira de considérer la quantité A comme une fonction des variables 
x et y , et de déterminer celte dernière , lorsque cela sera possible , 
par l’équation de condition (hj)’ 
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Si la fonction f était une simple fonction de x, ou si l'on y intro- 
duisait, au moyen de la fonction complémentaire H , des différen- 
tielles d’ordres plus élevés des variables x et y, on pourrait prendre 
plus de termes dans l’égalité fondamentale (bj), : les intégrales suc- 
cessives ff , ff, etc. contiendraient alors plusieurs constantes 
arbitraires; mais , dans la réuniou des termes de celle égalité, ces 
constantes se détruiraient réciproquement, et il n’en resterait qu’une 
seule. — En général , on peut modifier , de différentes manières , 
cette intégration des équations différentielles ; entre autres , on peut 
traiter séparéincut deux ou plusieurs termes des fonctions d'équation: 
nous uc nous attachons ici qu'au procédé le plus simple. 

Soit (a'.) , entre deux variables æ et y , l’équation différentielle 
du secoud ordre (AA) 1 ’ 

o = -*(x,y, dx, dy, d'x, d'y). 

Faisons 

S . * ( x,y , dx, dy, d'x, d'y)=F{x,y, d £, 0) Jl*>y> dx > d J’> d ' x > d 'j) » 

£ étant une fonction des variables x, y, et dés dérivées différen- 
tielies et sous aurons , en vertu de la lai fondamentale (f), 

en y supposant /t = a , l’égalité .... (M), 

o — F(x, y, d £ , ^)./y(x,jr, dx, dy, d'x, d'y) — 

— a . dF (x,y, , -^) -ff(x,y, dx, dy, d'x, d'y) + 

4-3 .d'F (x,y, d £, ■/*/(*>?> dx > d J> d ' x > d J) — 

— etc., etc. 

Or , si l’on avait l’équation .... (AA)„ 

o = F(x,y, ^).ff(x,y, dx, dy, d'x, d'y) , 
et si l’on en prenait l’équation différentielle qui contiendrait les 
dérivées et , on pourrait éliminer, des fonctions F 

et dF de l’égalité {bk), t les dérivées différentielles que nous venons 
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d'indiquer, an moyen de l’e'qualion différentielle donnée (M)", de 
sa différentielle , et de la différentielle de l'équation hypothé- 
tique (bfc) u . Mais , si la fonction F est telle que , par cette élimi- 
nation , la différentielle dF devienne identiquement zéro , l’équa- 
tion hypothétique (bk) >t aura lieu réellement, et sera l’équation 
primitive générale sous la forme (bk) m 

o = <l A,B), 

J et B étant deux constantes arbitraires provenant , d’après (bo) , 
de l'intégrale f'f. — Pour avoir l’équation primitive singulière , 
il faut considérer A et B comme fonction des variables x et j, 
et les déterminer, lorsque cela est possible , au moyen des équa- 
tions de condition (M)", savoir , P=o et Q=0. 

On parviendrait, de la même mauière , aux équations primitives 
des équations différentielles d’un ordre quelconque , entre deux 
variables. 

Soient (3*.), entre trois variables x,j et s, deux équations diffé- 
rentielles du premier ordre ( ’bl )"* 

o^'P. {x,j, a, dx, djr, dz) , o = *,(x,jr, s, dx, djr, dz). 

Faisons 

Z { .*,(xj,z,dx,dj,dz) = F,(x,jr,z, £, d £) •/.(*, J, a, dx, df, dz ) , 
E. . Ÿ.(x ,y, z, dx, df, dz ) = F.(x ,f, s, d £, j-) •/,(*,/, s, dx, df, dt) -, 

E, et E, étant deux fonctions des variables x,f, z et des rapports 
différentiels d £ , £. Ainsi, en observant que y et a sont ici des 

fonctions déterminées de x, nous aurons , en vertu de la loi fon- 
damentale (Z) , en y supposant fi= î , les deux égalités. . . . (bl), 

o = F,(x,f, a, d £ , ^.).//,(x, 7 , a, dx, df, dz) — 

— dF, (x,f,z,-£, -/y, (•*,/, i,dx, djr , dz) -f- etc. , 

o = F.(x,f, z, d £, d £).Jf.{x,jr, a, dx, dj, dz) — 

— dF,(x,f, z, d £, », dx, djr, dz) -f- etc. ; 
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et nous pourrons éliminer, des fonctions F, , F, et de leurs différen- 
tielles il F, et dF,, les quantités £ et au moyen des deux équa- 
tions différentielles proposées (A/)*. Or, si les fonctions F, et F . 
sont telles que , par cette élimination , leurs différentielles dF, et 
dF, deviennent identiquement chacune égales à zéro , ou aura im- 
médiatement les deux équations .... (M) <( 

o s=F,(x,f, z, ,7 =, <&•> d J, d ‘~), 

o = F,(x ,jr, z/£, s, dx, djr, dz) ; 

c'est-à-dire , 

o =z<b,(x,y,z,A,), o = 4 >, (x,y, s, A,), 

A , et A, étant deux constantes, arbitraires provenant , d’après (bd) , 
des deux intégrales ff, et ff,. — Ainsi , les deux équations 
formeront le premier système de deux équations primitives , cor- 
respondant aux deux équations différentielles données ( bl ) m . Pour 
avoir le second système , il faut considérer les quantités A, et A, 
comme deux fonctions variables , et les déterminer , lorsque cela est 
possible , au moyen des deux équations de condition ( l/l )" 

^ — ?a, — )-°> — dA , — 

Soit encore ( 3 *.) , entre trois variables x ,y et 2, l’équation diffé- 
rentielle du premier ordre (W}" . 

o = © (x,jr, 2, dx, dy, dz), 

dans laquelle la fonction d’équation © ne satisfait pas aux conditions 
d’intégrabilité. — Faisons 

2 . 0 (.r ,j, z,dx,dy,dz)=-. F(x,j, z,£, ~\f(x,y,z, dx, dy, dz) , 

2 étant toujours une fonction des variables x ,y, z et des rapports dif- 
férentiels Ainsi , en observant que les quantités/ cia sont 

ici nécessairement des fonctions déterminées de jr , on aura , en 

vertu 
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vertu de la loi fondamentale (/), en y faisant fi— i , l'égalité (W)„; 

o = F(x,jr, z, z, dje, djr, dz) — 

— dF (fyS, S, J-^)-f'K x >r, Zyfaydj, dz) + etc. ; 

et l’on pourra éliminer , des fonctions F et dF, le rapport "différen- 
tiel ~ , au moyen de l’équation différentielle proposée (A/)”. Or, 

si la fonction F est telle, que par cette élimination , la fonction 
différentielle dF ne contienne plus la quantité z , on aura 



et faisant. . . . (Al),, 

r égalité ( b[) m se réduira h celle-ci. . . . (bl) r 

o = f(x,jt, z, *> dXy dj, dz). 

Mais en prenant, suivant lo« procédés précédens, l’équation primi- 
tive de l’équation différentielle (A f)„ du second ordre , entre dfcux 
variables , on aura une équation de la forme . . . .(A/),, 

oz=<t> ,B) 

pour celle équation primitive , A el B étant deux constantes arbi- 
traires; et l’on aura, de plus, une équation . .-. .(A/),,, 

°=4 

formant , par rapport à l’équation primitive (61),, , l’équation dérivée 
différentielle du premier ordre , A étant l’une des deux constantes 
arbitraires de l’équation primitive (A/) vl . — Ainsi , en éliminant en 
outre , de la fonction F contenue dans l’égalité (61),, le rapport 

diif'érentiel ^ , au moyen do lequation (6l),„ , l’égalité (61), don- 


i36 INTRODUCTION 

liera l'équation .... (il),,,, 

0=1 F, (x,y, z, A).f, (x,y, z, C), 

qui contiendra deux constantes arbitraires A et C provenant , la 
première de l’équation (il)„t, et la seconde, de l’intégrale ff . — 
Si l’on voulait que les deux constantes A e\ C fussent contenues, 
toutes lerdeux, dans la fonction f, de cette dernière équation, i| fau- 
drait, au moyen de la fonction auxiliaire H, introduire, dans le fac- 
teur f de l'égalité (il),,, , les rapports différentiels ^ et ~ ; ce qn’on 

peut faire aussi dans les autres cas de ces intégrations. — Or, l’équa- 
tion (il),,,, et l’équation (il),,, donneront le Système de deux équa- 
tions (i/),, 

o = <D,(x,j,z, A,, B), o — <b,(x,y , s, A,, B) , 

contenant trois constantes arbitraires A , , A,, et B; cl ce sera le pre- 
mier système de deux équations primitives, correspondant à l’équa- 
tion différentielle proposée (il)"- — Pour déterminer le second 
syitème , il faut considérer les quantités A,, A, et B comme des 
fonctions variables, et les déterminer au moyen des équations de 
condition (it)" 

+ Ç*' Cr ’ï d l'S‘- B) ).dB, 

qui donnent A, et A, en fonctions de B et de sa dérivée différen- 
tielle , et laissent B une foncliou arbitraire , ainsi que nous l’avons 
vu plus haut. * 

Soit (5”.), entre trois variables, l’équation différentielle du pre- 
mier ordre (i»‘) m 

o =* * (*yj> *> dx > d J> d -), 

qni satisfait aux conditions d’intégrabilitc. Ainsi , la relation des 
variables x ,y et s est ici du second ordre d'indétermination ; et les 
quantités y et z ne sauraient être traitées comme fonctions de x , 
qu’autant que l’on considère y comme une fonction indéterminée de 
x. Faisons donc encore 


*o = ( 
° = ( 
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2 • * (*,7, b dx > d J» dz ) — = » f x > Jl) /(*>?> =, , dy, dz), 

H étant une fonction de» variable» x,y, z et des rapports diffé- 
rentiels indéterminés ^ ; et observant que les quantités y et z 

sont, "sinon des fonctions déterminées, an moins des fonctions 
indéterminées de x, nous aurons, en vertu de la loi fondamen- 
tale (I) , en y faisant fz—i , l égalité (put), 

o = F(x,y, z,f x , y^)-/f(x,y, z , de, dy, dz ) — 

— dF (f,J> *, ;£,» *» dx > d J> dz ) + etc. 

Or , puisque la relation entre les quantités variables x,y et z, est 
ici du second ordre d'indétermination, on peut , sans porter atteinte 
à la généralité de leur relation, établir, entre leurs accroissemens 
différentiels , une relation subsidiaire. . . . (£/«)„ 

o = 4 (x, y, z, dx, dy, dz) , 

pourvu que cette relation n'ait de signification que pour les accrois- 
semens différentiels de ces variables. On pourra donc éliminer , 

des fonctions F et dF, les quantité* J- et ^ , au moyen de l’équa- 
tion différentielle proposée ( bm )" et de la relation subsidiaire (A/»)-. 
Ainsi, lorsque la fonction F est telle que , par l'élimination que 
nous venons d’indiquer , cette fonction devient identiquement zéro , 
on aura immédiatement l'équation primitive.... (A»i) n/ 

o = F(x,y, s, , < b^,Jf(x,y,z,dx, dy, dz) = 

qui contiendra uue constante arbitraire A provenant de l’inté- 
grale ff. 

Soit encore (5°.) , entre trois variables x ,y et z , l'équation aux 
différentielles partielles (An)" 



Faisons 
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*•*(*>?> »>(£)> (ïy)) = F (*>ï’ *> ©’ @ X 

X f (x,j, S, Q~)> (,/y)» ^*t < b r > ds ')t 

3 étant une fonction Je x, y, s, dx > el ^z. Ainsi, 

eu observant que les quantités y et z peuvent encore être consi- 
dérées comme des fonctions indéterminées de x , nous aurons , 
en vertu de la loi fondamentale (/), en y faisant fi—i , l'cgalitc (ên), 

o = FÇx,y, z , (£.) , Q) .ff(xy, z , (£), (g), rfr , dy, dz) - 

- dF ( x >j> *»(£)> ®)-/y(^, *,(£), ®> *) + e,c - 

Or, puisque la relation entre les quantités variables x,y et 3 , 
est ici du second ordre d'indétermination, et puisque de plus, pour 
la possibilité de l'équation proposée aux différentielles partielles, 
la relation entre les accroisscmcns différentiels du premier ordre de 
ces variables est essentiellement indéterminée, on peut au moins, 
dans la dernière égalité (4n) ( , établir, entre les accroissemeus diffé- 
rentiels du second ordre des variables x , y et s , une relation sub- 
sidiaire déterminée.... (ê«)„ 

o = & (x,jr, s, dx, df, dz, d'x , d'y, d'z). 

On pourra donc éliminer, des fonctions f,F et dF, les quantités 



au moyen de l'équation proposée (i/i)’, et de ses deux différentielles 
partielles , et au moyen de l’éqnalion subsidiaire (ên)„, et de son 
intégrale première qui contiendra uue constante arbitraire. Or, si 
la fonction F est telle , que par celte élimination , la fonction dif- 
férentielle dF devienne identiquement zéro, l’égalité (in), donnera 
l'équation (in)^ 



= * ( x >JTj *> 4, B), 


qui contiendra deux constantes arbitraires, l'une A provenant de 


S. 
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l’intégrale ff, l’autre B provenant de l'intégrale première de l’équa- 
tion subsidiaire (An),, ; et ce sera l’une ^es deux équations primitives 
qui , considérées par rapport à la relation des variables ar, jr et ; , 
équivalent à l’équation proposée aux différentielles partielles. — Poqr 
avoir l’autre de ces équations primitives, qui doit contenir une cons- 
tante arbitraire d’une fonction déterminée, il su/lit de considérer la 
quantité A cornue étant cette dernière fonction , et la quantité B 
comme une fonction arbitraire 6 de A , et de déterminer la fonction 
A au moyen de l’équation de condition (An)". 



Procédant toujours de celte manière, dans 4’application de la loi 
fondamentale (/) de la théorie générale des différentielles , on 
obtiendra, dans tous les cas, la résolution ou l’intégration des 
équations différeuliellcs; et cette intégration se trouvera ainsi rame- 
née à un seul priucipe. — Nous croyons en avoir dit assez pour 
présenter une idée exacte de cette intégration générale des équa- 
tions différentielles, ou de la subordination logique de ces équations 
à la loi unique et fondamentale de toute la théorie des différentielles. 

C’est là le vrai principe de toutes les intégrations en question ; 
et l’on comprendra facilement que les différentes méthodes qui ont 
été trouvées pour l’intégration des équations différentielles, ne sont 
que des procédés indirects et artificiels, dont la possibilité repose 
nécessairement sur le principe d’iutégralion que nous venons d’ex- 
poser. — Il est saris doute superflu de faire remarquer qu’il appar- 
tient à l’Algorithmie elle-même de ramener, à ce principe, toutes 
les intégrations des équations différentielles, faites et à faire, c’est- 
à-dire , d’appliquer ce principe : il n’appartenait à la Philosophie 
des Mathématiques que de donner le principe. 

Avant de quitter la théorie des équations de différences et de 
différentielles, nous devons répéter que tout ce que nous avons dit 
sur les équations différentielles, peut être étendu immédiatement, 
par une simple iuduclion, aux équations de différences, sans autre 
considération que celle relative à la nature • des constantes arbi- 
traires. — Ces quantités arbitraires sont, dans le calcul des diffé- 
rences, des fonctions qui , quoique variables en général, restent 
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coustantes pour les difTérens accroisseruens des variables indépen- 
dantes. « 

Pour ce qui concerne la troisième branche, la théorie des 
équations de cradis, tout ce que nous avons dit concernant la 
théorie des équations de diirérences et de différentielles , peut être 
applique , à la lettre , à la théorie des équations de grades et de gra- 
dules. Ainsi, nous pouvons nous dispenser ici d’examiner cette théorie. 

Procédons donc à la quatrième et dernière branche de la théorie 
de la comparaison algorithmique, à la théorie des équations de 
congruence. — Or , en examinant les principes de la théorie des 
nombres, nous avous reconnu que si l’on a l'agrégat général 

-j- «.-f «»••• + fl. = ■A'. , 

cl si fl, et fl, sont deux quelconques parmi les quantités n, , n x , 

, etc. , les fonctions alcpbs d’un degré quelconque des agrégats 
respectifs (j.Y b — fl,) et (_N y — «,), lesquelles forment les principes 
des facteurs des nombres, sont identiques dans leur génération et 
donnent, par là, la relation générale de congruence ( F) 

K [ ^ M i N . — ", ]"'• 

C’est cette relation qui forme le schéma des équations de con- 
gruence ; la différence (n, — n f ) étant leur module respectif. — 
Ainsi, la théorie de ces équations a évidemment pour objet gé- 
néral les élcmens de la congruence , c’est-à-dire , les quantités n , , 
fl. > «3. etc., auxquelles nous donnerons cette dénomination. C'est 
du moins à quoi doit se réduire, en dernier principe^ l’objet géné- 
ral de cette théorie. 

Mais , il faut observer que , par la raison même que la théorie 
en question a lieu , les équations de congruence ne se présentent 
poiut sous la forme élémentaire et philosophique ( F ), sous laquelle 
nous avous reconnu la possibilité de ces équations : les deux 
membres de l’équation de congruence, ainsi que le module, peuvent 
être des quantités algorithmiques d'uue forme quelconque, suivaut 
le schéma indéterminé (du) 

F, (A, B, C, etc .)==F, (A, B, C, etc.), (mod -=f(A, B, C, etc.)) , 
F, , F t et f étant trois fonctions quelconques des quantités A , 
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B, C, etc. — Or, c’est dans la relation des quantités jF,* F, et f, 
avec les élémens de cette congruence, que consiste proprement 
l’objet de la théorie des équations de congrucficc ; ou du moins, 
c’est à cette relation que doit se réduire, en dernier principe, 
l’objet de la théorie dont il s’agit. 

Pour ce qui concerne, en premier lieu, la Classification des 
équations de congruence, il est clair, suivant l’exposition précé- 
dente, que le principe de leur spécification est celui de la forme 
des fonctions F,, F, , et f. Ainsi, en observant que lâ forme com- 
parable de ces fonctions consiste nécessairement dans le dévelop— , 
pemenl par sommation, pareil à celui qui constitue les fonctions 
des équations d’équivalence , et cela par la raison que le degré de 
ce développement indique , à-la-fois, le nombre des termes de 
sommation et le nombre des facteurs de graduation, ou verra fa- 
cilement , sans qu’il soit hesoin d’explication ultérieure , que la 
classification des équations de congruence a lieu suivant le tableau 
que voici : 

I. Equations de congruence du premier ordre d’indétermination , 

£ étant la quantité indéterminée; 

A. Premier degré , 

(»). + (0„* = (o).+C0..Ç , (mo<L = [o] 4 - [,].$), 

B. Second degré, 

(o). -MO, •£ + (a). • ?* = (O). + (.)..? + (a)..£\ 

(mod.= [o] ■+■ [i].Ç + [>].£• ); 

• C. T roisième degré , 

+ ( 0. • ? + ( a ). ■ Ç* + (3). . F = (o), 4-(j), . £+( 3 ). . £*+(3). . Ç 5 , 
(mod. = [o] + [ 1 ] . ç 4. [ 3 ] . + [3] . ?) ; 

D. Quatrième degré , etc. , etc. ; 

II. Equations de congruence du second ordre d'indétermination , 

Çi et Ç, étant les quantités indéterminées; 

A. Premier degré , 

(o,o) 1 + (l,o),.?,-t- (0,1), .P. =2 (0,0) I + (,, 0 ) 4 , + (o,0,.£. , 

(mod. = £0,0] ■+■ [1,0] .Ç, + £0, 1] . f 


? 
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'B. Second degré , 

(o,o).-t-( I ,o), .?,-Ko, f), . Ç,-h(a,o), . %'+( i , I ), • ?,?.d-(o,a), . £ , 
(mod.=[o,o]+[ t ,o] . £ .-(-[o, i ] . Ç,+[a,o] . ÇH-[ « , i] . ? .?.+[», a] • £!); 
C. Troisième degré, etc., etc.; 

III. Équations de congruence du troisième ordre d’indétermi- 
nation, etc., etc.; 

en dénotant par la combinaison des chiffres contenus dans les pa- 
renthèses ( ), , ( ),, et [ ], les différons coefficient de ces 
quantités. — Il nous reste seulement à observer que la fonction 
qui forme le module de ces équations, n’est point nécessairement 
une fonction du même degré que celui des membres de la con- 
gruence : elle peut être du degré zéro. 

Pour ce qui concerne, en second lieu, la comparaison des équa- 
tions de congruence, il est également clair que le principe de 
leur corrélation ne peut être que dans l'identité de leurs modules. 
Ainsi, sans entrer dans des explications détaillées, dont nous pou- 
vons nous dispenser ici , nous remarquerons que si Ion al équa- 
tion de congruence 

A ~ B , (rnod. = M) ; 

on aura, en général, pour toutes les équations identiques, le 
schéma .... (db) 

A + «M = B + jS M, (mod. = M), 

a et j3 désignant deux nombres entiers ou rationnels quelconques, 
positifs , négatifs ou zéro. De plus, si Ion a, par rapport à un 
même module, différentes équations de congruence 

A, = B,, A, = B, , A^B,, etc.; 

on aura, pour l’équation générale de congruence dont elles ne 
sont que des cas particuliers, le schéma. .. .(<fe) 

a, a:- + n .a: + fi,^‘ . . . = 

fi.fff 1 + n.zii- + a.*? • • • » . 
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les exposans a,, a,, a,,... et j8., /?,, j3 ; ,..‘. étant des nombres 
entiers positifs, et les coefliciens H,, fit,, fîj , ... des nombres 
entiers ou rationnels quelconques, positifs, négatifs ou zéro. 

Les deux expressions schématiques (<!b) et (</r) , dont la pre- 
mière repose sur le priiutipc logique de {'analogie, et la seconde 
sur le principe logique de l' induction , forment l'ensemble des lois 
de la corrélation des équations de congruence. 

Venons donc, en troisième et dernier lieu, il la résolution de 
ces équations. — C’est encore ici la partie principale de la théorie 
des équations de congruence. Elle a pour objet la subordination 
logique de ces équations ftu des valeurs de leurs indéterminées, 
à la loi fondamentale (D) de la théorie des nombres à laquelle se 
rapportent les équations de congruence. 

Pour découvrir cette subordination, commençons par développer 
davantage la nature des fonctions alephs qui entrent, comme parties 
constituantes , dans la loi fondamentale que nous venons de nommer. 
— Or en désignant, comme plus haut, par (n,...n ). la somme 
des combinaisons des quantités n , , n ,, prises de m à m, 

sans permutation , les expressions fondamentales de la génération 
consécutive des fonctions alephs, sont ....(</<■) 

K[iV.]*— (n. . K[^U'+0 • «[#„]* , 

etc., et en général, .... {de)' 

*LN.T =(»»..< ■*.)>■* N. T~' - (»•■• 

4- (n, . . . nj, . NllVJ?- 3 (— t y* + * , 

en formant toujours l’agrégat n, -f- n, -f- n, . . ,+n 0 =N m . Ces ex- 
pressions, faciles à vérifier, sont assez évidentes pour n'avoir pas 
besoin ici de déduction algorithmique. Nous nous contenterons donc 
de les mettre sous une forme plus générale, et arbitraire à cer- 
tains égards. — L'expression générale (dey donne la relation 

'20 


J 
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® = ».+, •** JT ' - «H-, .(». •••«J. 


+ • K[iV.f O ‘ • » m+l • •K[A r .? , 


n,^., ôtant une quantité arbitraire. Ainsi, en ajoutant cette re- 
lation d’égalité avec l’expression (de)' dont elle provient, on auras 

• •«„).). K[.V.r~ Q + 

+ (C« .... ai J a + . ».),) . K [tf.f- 3 — etc . _ 

=c».- • •».+,). ■H^r î + . 


Et procédant de la même manière , on obtiendra en general 
l’expression (de)" 

' . i 

+(n....n #+fl _ I ) J .K[A r .] f ^ ï ■■■(— ’) M "' • -KUV*?,. 

n M ( , T étant des quantités arbitraires. 

— Mais, revenons aux expressions primitives et simples (de). 

Si l’on a l'équation d’équivalence du degré »... (df) 


o = A. -t- A. x -4- ^r*. . . + jtjxT, 

dont les racines soient les quantités (— n r ), (—«,), (— ft,), ..J 
( — nj ) , on aura , suivant la première (AA) des deux lois fonda- 
mentales de la théorie générale des équivalences , les valeurs 

A. — (n,. . . n m ) mi A, = (n, . . . n u ) 0 — ,, A, = (n ,. . .s,) e _ a , . . . ; 
et en général 


(n,... \). = A^_ m . 
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Ainsi, en substituant ces valeurs dans les expressions (île) , on 
aura. . . (dg) 

X [/V.]* = .«[JJ - A „^ , 

N [-VJ’ «• A,_, . K[ V J* - ^._,.K[VJ- + A a — 3 , 

K [VJ‘ = ^._,.K[VJ* - ^_ 3 .K[VJ* 4. — 3 . N [-VJ* — A a — ^ 

etc., etc. > 

Ce son» ces expressions qui contiennent le principe théorique de 
la détermination des élémens des fonctions alephs , savoir , de 
la détermination des quantités n, , n . , n,, etc., lorsque les valeurs 
de ces fonctions sout connues ; eu effet, connaissant ces dernières 
valeurs, on pourra, par le moyeu de ce s expressions, déterminer 
les coediciens A, , A, , A,, etc. de l’équation d'équivalence (df) , 
dont les racines, prises négativement, sont les élémens en question. 

— Ce sont aussi ces expressions qui dounent le principe et l’expli- 
cation de la théorie des séries récurrentes : on voit actuellement que 
les differens termes de ces séries sont les fonctious alephs consé- 
cutives, ayant pour élémens les racines, prises négativement, d'une 
équation tf équivalence dont les cocfficiens forment ce qu’on appelle 
l'échelle de relation. 

Nous nous arrêterons ici seulement au cas partieulicr et remar- 
quable de cette détermination des élémens des fonctions alephs , 
où les valeurs de tous les degrés de ces fonctions sont les memes. 

— Soit m cette valeur identique des degrés consécutifs des quantités 
alephs, les expressions (dg) donneront 

m = A^_ x , 
m = A v _ l .m — A^i , 
m = A u , . m — A x 3 -m -f- A m 5. 
etc. , etc. ; 

d'où l'on tire facilement la valeur générale A _ ss m(m 

Ainsi l’équation 
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o = x*-f- /n(m — i )* . x“ 1 m(m — i).i* *+«(«! — i)*.x*“^. . . 

. . . -f- m (m — 1 )* 1 .x", 

aura les racines qui, prises négativement, formeront le» éléroen» 
des fonctions alephs, dont les *> degrés consécutifs auront la meme 
valeur m. 

Lorsqu’il s’agit de déterminer, au moyen des expressions (dg) , 
les élcmens d’une fonction aleph d’un degré as , dont la valeur est 
donnée, sans que les valeurs des degrés inférieurs de cette fonc- 
tion soient données en même temps , on peut évidemment prendre, 
pour ces dernières valeurs , on , ce qui revient au même , pour 
les coefliciens A tt _ l , A u a , etc. qui en dépendent, telles valeurs 

qu'on veut. II est évident, de plus, que, lorsque ces derniers 
coefliciens sont liés par quelques relations de condition, il faut que 
leurs valeurs soient prises de manière à satisfaire à ces conditions. 
— C’est là le procédé subsidiaire de la résolution des équations 
de congruence ; résolution que nous allons exposer. 

Faisons en général 

(3), = (o). -f C0..Ç -t- O»)..?*. . . + CO.-Ç”» 

(H),= (O), + (.),.£ + 00..Ç-. .. + (0..$', 

[S] = [o] +[.]•? + M 

les chiffres enfermés dans les parenthèses (),,(). et [] , dési- 
gnant les différens coefficieus , comme plus haut à l’article de la 
classification des équations de congruence. Soit maintenant l’équa- 
tion générale de congruence du degré »... (dh) 

(S). = (H). , (mod. = [S]). 

Il s’agit de déterminer l’expression algorithmique générale de la 
quantité indéterminée ff , de manière à la soumettre à des condi- 
tions données, et spécialement, pour la théorie des nombres, à 
la condition d’être un nombre entier ou au moins un nombre ra- 
tionnel. C’est là l’objet strictement dit de la résolution des équa- 
tions de congruence ; en effet , suivant ce qui précède , l’objet 
général de la théorie de ces équations , consiste dans la relation 
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des membres de la congruence avec les élémens des fonctions 
aleplis qui forment ces membres, et la valeur ou les parties com- 
posantes de la valeur de ces fonctions, sont liées immédiatement 
à la nature de leurs élémens , de manière que la détermination 
de ces parties de la valeur des quantités alephs en question , revient 
ici à la détermination de la relation des membres de la congauencc 
avec leurs élémens. Aussi, est-ce sur cette liaison immédiate que 
se trouve fondée la résolution générale des équations de congruence, 
ainsi que nous allons le voir. 

Suivant l’expression (db) , l'équation de congruence proposée (dh) 
est identique avec toutes celles de la forme.... (di) 

(S). + ( 0 .-[S] = (S). + ( 0 -[ 2 ], (mod. = [H]), 

( • • 

(0' et (0» étant deux quantités arbitraires que nous n'introduisons 
ici que pour généraliser la forme des expressions. Or soient. . . ( dj ) 

(S). + ( 0 ..[H] = *C[iV. 

les fonctions alephs contenant le principe de cette congruence ; et 
soient de plus . . . (dk) 

• • o = P. ■+- P.x -f- P.x* 4- P #?. . . -f- P^.x*”', 

o = Q. 4 - Q.x-f- Q.x* + QjX*. . . -f- Q m _ l .*•“*, 

les deux équations d'équivalence ayant pour racines les élémens, 
pris négativement, des fonctions respectives K [ N* — n,]" et 

N[iV, — — Ce sont les racines de ces équations qu'il faut 

déterminer en premier lieu. 

Pour y parvenir , observons d'abord que 

K [-flf, — =?K[n l + »i + »)...+ "f] - » 

K [^. — n r f = K [/>. + n, -f n ,. . ». _ a -f 

n, et n, étant deux quantités différentes, et n ,, n„ n ,,. . . n,_ a des 
quantités identiques dans ces deux fonctions. Ainsi, les racines 


t 
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^ respectives des deux équations (iU) sont 

(—».)* (— > (— »»j) , . . . *„_ a ) , (— «,) } 

C * **0 » ( p ( n ») > • • • ( n *— a) > C sJ » 

et ce'sont ces quantite’s qu’il s’agit de déterminer. — Or, suivant 
la première (hh) des deux lois de lâ théorie générale des équi- 
valences, nous avons 

«•*+-». *+" *j • • • •+• — a -f- », *= -P*-~a p 

»i ■+■ ». “P n i • • • ■+• — a + * ( = Qj— a » 

et par conséquent (a, — »,) as Ç_ a . — /*»_ 2 ; et solvant la loi 
fondamentale (/>) de la théorie des nombres, nous avons, pour 
J 'équation de congruence en question (di), 1 $ principe 

K [iV„ — »,]• — K [N u ~~ *,3“ = (», — «,) X N t-Nj— 1 , 

et par conséquent («, — n,)=: [B], Donc, la relation d’égalité. . . (dt) 
<?«— a *— P *— a =** (5] , 

forme une des conditions qui lient les coefliciens P et Q des deux 
équations (dJ>). De plus, puisque ces deux équations ont , en 

commun, les (a* — 3 ) racines (— n ,) , (— n.) , ( — n,), . . . (— J , 

il faut, suivant les lois générales (af) de la corrélation des équa- 
tions d’équivalence, que les coefficieus P et Q satisfassent aux 
conditions 

• *“““ « . * » V 

o=uP.~- P,.n f P,.»‘ — Pj.nJ. . .(— » T~~' -Po—x -n~ 

o = <?. - ç..» f + <?..»; - <?,•»;•• 

ou bien , en éliminant, entre ces deux égalités, la quantité indé- 
terminée n , il faut que les coefliciens P et Q des équations ( dk ) 
satisfassent à la relation d’égalité qui résulte de cette élimination; 
relation qui donnera la condition . , . (dm) 

t \ 

o 3s f(P»p P •» P*f • • P * — 3 { Q*> Qu (?•>••• Qx — 3 ) » 
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f dénotant la fonction d'égalité correspondante. Enfin , en réunis- 
sant les expressions ( dj ) et (dg) , on aura de plus , pour la deter- 
mination des côefficîeos P et Q , les deox conditions 

(2) . + (0. • [2] = "J— - Pm — 3 • « + 

+ P*- 4 #.[N„—n?T^—e\<i . , (dn) 

(3) . -h CO. -[S] = K [JV 0 — * »,]~ - Q—S ;*[#.— »,]— + 

4- Ç.-4 • K [X* ~ — etc. , ( do) 

dans lesquelles les quantités K[-^„ -* »,]*“% «te. 

et K[iV„ — »,]“ _l , K[-^„ — /»,]"“*, etc. seront «primées, par les 
formules (dg), au moyen des coefiieiens .P et Q en question.--- Il s'en- 
suit que les a(et — t) coefiieiens indéterminés P et Q des équations 
(dk) , devront satisfaire aux quatre conditions (df) , (dm) , (du) 
et (do); et c'est là la seule détermination que donne, pour ces 
coefiieiens , la question théorique qui nous occupe. 11 restera 
donc a(*> ■ — 3) coefiieiens indéterminés parmi les a (ai — i) coefii- 
eiens des équations d’équivalence (dk) dont il est question. 

Ainsi, les racines de ces équations, qui, prises négativement, 
seront 

«lï A» n Ji ••• > n pt 

B l) n i) n >> ■ • ■ 2 1 B 1l 

se trouveront exprimées en fonctions des quantités (S), , (H), 

[S] et des a(a> — 3) quantités indéterminées P et Q. — On aura 
donc, en fonctions de ces quantités, les élémens de l'équation de 
congruence (dh) ou (df) qui est proposée. . 

Or, en prenant, parmi ces élémens, les quantités , »,, »,, 
r ... n„ 3 . », et»,, qui forment l’agrégat que nous désignons 
par N u , nous pourrons avoir les fonctions alephs composées de 
cet agrégat, savoir, les fonctions KfiV,] , Kt-flfJ 1 , etc. , 

De plus , puisque , suivant la loi fondamentale (D) de la théorie 
. des nombres , le principe de l'équation de Congruence (dh), que 
noua avons déjà allégué ci-dcssus, elt 

K[iV 0 — «,]" — N[iV a — »,]- = (n, — »,) x ' 
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où (n, — n,) = [S], nous aurons ]a relation d'égalité .... (dp) 

{S].K[i> r .]— = (3). -(H), -h ((0.-(0.)-[Z], 

(0. el (0* étant les quantités arbitraires que nous avons intro- 
duites dans l'expression (</<). 

Mais, cette dernière égalité (dp) n'est encore qu'une relation 
d'identité, dans l'état où elle se trouve jusqu'ici: il reste à fixer, 
dans cette égalité, la valeur de Ç. — Pour cela, observons que, 
parmi les élémens de congruence n , , n . , n , , etc. , il doit s’en 
trouver au moins un qui soit un nombre entier ou un nombre ra- 
tionnel, pour que les deux membres de la congruence K [JV* — «,]“ 
et K(A T . — "J"» et le facteur complémentaire NjTV,]" - soient 
tous des nombres entiers ou des nombres rationnels. Soit donc j 
ce nombre entier ou du moins rationnel; et faisons .... (dy) 

n t — jt 

n, étant un des élémens de congruence n,, n., n,, etc. Ainsi 
puisque , par la détermination précédente de ces élémens , la quan- 
tité n. est nécessairement une fonction de £ et des a(* — 5) quan- 
tités indéterminées P et Q, on pourra tirer, de l'équatiou (dy), 
une expression de $ . . . . (dr) 

ç = <?}, 

r dans laquelle {y, P , Q) sera une fonction du nombre j et des 
— 3) quantités indéterminées P et Q. De plus puisque, en 
substituant cette expression de {■ dans le facteur complémentaire 
K[xV„3— qui entre dans l’égalité (dp) , cette égalité cessera d’être 
une simple relation d'idenlité, sans que la valeur de £ cesse d'être 
indéterminée, le nombre j que nous avons introduit dans l'ex- 
pression précédente de £, pouvant être considéré, à cause des 
quantités indéterminées P et Q , comme ayant une forme quel- 
conque de génération , sera évidemment un nombre arbitraire. 

U suffira donc de donner, aux quantités indéterminées P et Q, 
une détermination telle que l’expression (dr) de Ç , et le facteur 
complémentaire satisfissent à des conditions proposées, 

et 


Digitized by Google 


PHILOSOPHIQUE. ' i5i 

et spécialement, pour la théorie des nombres, à la condition 
detre des nombres entiers ou du moins des nombres rationnels; 
et l’on aura, pour la quantité £ dont il est question, une expres- 
sion eu* fonction du nombre arbitraire /’, expression qui formera la 
solntion de l'équation. — Si l’on veut, on peut donner, aux quan- 
tités indéterminées P et Q, une détermination telle, que plusieurs 
des élémens de congruence n,, n„ n,, etc., ou même tous, soient 
des nombres entiers ou' des nombres rationnels ; et dans le cas ou 
tous les élémens reçoivent celle détermination, il est inutile de faire 
attention au facteur complémentaire qui deviendra évi- 

demment, par lui-même, un nombre entier on un nombre ration- 
nel. — On pourrait aussi introduire plusieurs nombres arbitraires 
j, f,f, etc., en formant plusieurs équations analogues à l'équation 
marquée (dq), et en établissant, entre les quantités indéterminées 
P et Q, les relations de condition requises pour que les valeurs 
de Ç, données par ces équations, soient identiques : nous n’avons 
exposé que le procédé théorique fondamental et le plus simple , 
qu’on peut modifier de différentes manières. 

Pour ce qui concerne les équations de congruence des ordres 
plus élevés d'indétermination , c'est-à-dire , les équations de con- 
gruence qui contiennent plusieurs indéterminées inconnues £, , Ç, 
etc., il faut évidemment, pour la possibilité de la détermina- 
tion de ces inconnues, avoir autant d’équations de congruence 
données, qu'il y a de ces inconnues. Alors, suivant le procédé 
que nous venons d’exposer, on" parviendra à autant de relations 
d’égalité, semblables à celle marquée (dp), qu’il y a d’inconnues 
Ç,, Çj , etc.; et on pourra* au moyen des élémens de ces re- 
lations, obt’euir , pour ces inconnues , des expressions qui , éli- 
minées entre elles et déterminées convenablement , donneront , 
comme ci-dessus, la solution des équations de congruence pro- 
posées. 

Telle est donc la résolution générale des équations de congruence, 
subordonnée , comme cela doit être , à la loi fondamentale de la 
théorie des nombres. Cette résolution, comme celles des équations 
d'équivalence, de différences, et de grades, se trouve donc ramenée 
à un seul principe. — On voit actuellement quelle est la nature 
des nombres arbitraires qui entrent dans les expressions des ia- 
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connues indéterminées des équations de congruence; on voit, de 
plus, que la résolution de ces équations se réduit à la détermi- 
nation convenable des coefliciens P cl Q des équations d'équiva- 
lence (dk ) , dont les racines , prises négativement , forment les 
élémens de la congruence. — C’est à l’Algoritlimie qu’appartient 
cette détermination des coefliciens P ci Q en question : il n’ap- 
partenait à la Philosophie des Mathématiques, que de donner le 
principe de la résolution dont il s’agit; et celte tâche, nous venons 
de la remplir. 

Nous terminerons cet article concernant la théorie des équations 
de congruence, eu montrant la dépendance logique dans laquelle 
se trouve, par rapport à la loi fondamentale de la théorie des nom- 
bres, le procédé indirect qu’on a employé pour la résolution de 
ces équations, et qui, par sa liaison intime, quoique éloignée, avec 
le principe de cette résolution, pourrait être étendu à la résolution 
des équations de congruence de tous les degrés. — Cette déduction 
algorithmique nous laissera - entrevoir, en meme temps, la dépen- 
dance dans laquelle doivent se trouver , par rapport à la même 
loi fondamentale, tous les procédés indirects et tous les principes 
secondaires, qu'on a employés et qu’on pourra employer dans la 
théorie des nombres. 

Soient A , B , C, etc. des quantités algorithmiques formées au 
moyen des quantités quelconques a,, n t> a } , etc., b,, b,, b 3) etc., c,, 
c,, c„ etc., etc., de la manière suivante.. . (ds) 

A = et, , 

B = a,A -f- b, , * 

c ~ -i— b % A -f* c, , 

JD ™ a^C -f- b 3 B -1- 4 * d , , 

etc. , etc. 

Or, pour peu qn’on examine la formation de ces quantités, on 
Voit l’analogie qu’elle a avec la formation des fonctions alephs, et 
on est porté à croire que ces quantités doivent dépendre, de quel- 
que manière, des fonctions alephs composées des quantités a, b, 
c, d, etc. Il en est ainsi effectivement, comme nous le montre- 
rons ici, au moins pour le cas le plus simple. Mais ce qu’il y a 
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de particulier dans ces quantités, c'est qu'étant prises avec l'échelle 
de relation formée de deux systèmes a et b , elles fournissent un 
moyen indirect, mais commode, pour la résolution des équations 
de congruence du premier degré ; et par conséquent , vu leur 
liaison intime avec le principe de la résolution générale, que ces 
quantités , en les prenant avec des échelles de relation formées 
de plusieurs systèmes a, b, c , d , etc., fourniraient des moyens 
pareils pour la résolution des équations 'de congruence de tous les 
degrés. — C’est , comme nous l’avons déjà dit , cette particularité 
qui nous détermine à nous arrêter un instant à ces quantités : 
nous leur donnerons en général le nom de médiateurs , qu’on a 
employé récemmcut pour un de leurs cas particuliers ; et nous 
nommerons bases les quantités a,, a,, a iy etc. , b, , b,, b ,, etc-, etc. , 
qui entrent dans la formation des médiateurs A , B , C , etc. 

Le caS le plus simple des médiateurs , est évidemment celui où 
les difl'érens systèmes de quantités c , d, e, etc. sont zéro , et où 
b, = b, = i, = etc. = i ; c’est le cas que nous allons examiner. 
— i Voici, d’abord, la notation que nous emploierons... (dt) 


KJ* = 



KJ-= 

•+* 


KJ« = 

Vu -K J* + 

K J- 

K J« = 

V*»*KJ* + 

KJ- 

etc., etc. 

P 



notation qui, vu l'origine de ces quantités, leur convient le mieux. 
Le signe -i- que nous mettons après l'indice /s, marque que les 
bases a > “V-f-a» etc. sonl prises dans l’ordre direct pour 

former les médiateurs : dans le cas contraire , il faut mettre le 
signe — . On aurait ainsi, par exemple, 

K+>J • ==< V+»» 

KJ^Vm'KJ 1 * 1 " 1 » -Ov + 

K+]« = a e +* • [<vJ*+ KJ- » K+»J 1==< V • K+»J* -f- 

Lorsque l’ordre de la progression des bases est toujours direct, 
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on peut négliger le signe placé après l’indice, et écrire simplement 

KJ'* KJ., Kk> e ^ c ‘ 

Or, en parlant de la formation (dt) des quantités en question, 
on en déduit facilement, d'abord l'égalité (dt)' 

Ki-fJ» — l)— » 

et au moyen de cette égalité, l’cxprcssiou ( dt )’ 

KJ» = KJf ■ [ a (.t*+tiï"— r KV-*» • Kf*+f+o^*— f— » » 

f étant un nombre entier quelconque, depuis i jusqu'à a inclu- 
sivement. — Celte expression fait voir que, suivant la loi de con- 
tinuité de la formation de ces quantités , on a 

[<»«*]. = i , = O. 

% 

Mais, ce ne sont là que des expressions particulières et subordon- 
nées des médiateurs. Venons à l’expression générale et fondamen- 
tale, qui contient le principe de la génération de ces quantités. 

Lorsque les bases a,, a,, a, t etc., dont dépendent les médiateurs 
consécutifs seront égales, nous désignerons ces médiateurs ainsi 
: (*0 

M. = a , 

[«],= «.[a 1 , + « , 

[“]»;= «•[«]» H* W» 

etc. , etc. ; 

et nous les nommerons médiateurs simples ou élémentaires , parce 
que tous les autres médiateurs de ce système en sont composés, 
comme nous allons le voir. — Soient a,, a., a,, etc. les bases des 
médiateurs du système particulier dont il s’agit; et soient «f,, «f,, 
«T,, etc. les différences respectives de ces bases avec une quantité 
quelconque a, de manière que 

a, — a = «T,, a . — «= J 1 ,, a , — a=<T,, etc., etc.; 

on a La loi générale .... (de) 

M» — ["]»+<*'„• [«]*_, • K+,1* 4- K—\ • W»— a • KJ- + 

^ u M»— 3 * [f #_,]«• • • • 4K ■!>].• s4-é'. ■ [«], • ; 
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Pour démontrer cette loi , supposons quelle soit vraie ; nous au- 
rons hypothétiquement 

■ X=C"]« — — I • 0] M _a • OJ.+J', «—a • M«— 3 • K— il‘ • • 

.... -f- cT, . [o] , . [«»3ar 3 + • M. • C a *]«— a > 

[ <, i]»-a=W«— a ^«-a • W.-S • [*._il.4-J' # _3 • M»-* • [««—J. • • 

.... [ a 3]i_4 4” J'. • l a ). • [ a »]»_3 » 

et j suivant la formation des médiateurs, nous avons 
, [«.]* = a „ ■ [ J .]« — » 4~ [ a .]*_a- 

Or, si l’on compose, d’après cette dernière formule, l’expression 
de [/»,]„ , au moyen des deux expressions hypothétiques précédentes 
de et de en observant que a u = a ^ , on ob- 

tiendra facilement 

= W» 4- ■ W._i • t a «+ ,3. 4- K—i • H » — a • « • • * 

.... 4-<A-[«]i.[ a j]„ a 4" J't *[“]••["»](«— î > 

qui est la loi ( dv ) en question. 11 suffît donc que celle loi soit 
vraie dans les cas de deux valeurs consécutives de a», pour l’ètre 
dans tous les autres: et elle l’est évidemment dans le casoùa)=o, 
et où elle donne [n,]„=i; et dans le cas où &=:i, et où elle 
donne [a,], = a + J 1 ,. 

Maintenant, si l’on développe, en vertu de cette même loi, les 
médiateurs composés [«,]_, , [«J M , K]_ 3 , etc., qui entrent 
dans son expression, ou obtiendra évidemment, pour [a,] r , une 
expression nouvelle de la forme.... (dw) 

[«.].= M*4-d/. . • H_ a 4-Jtf.-H « — 3‘ <-4-^.H., 

dans laquelle les cocfficicns M,, M„ M t , etc. seront des fonc- 
tions régulières des différences . . . S a . — Telle est 

donc la formation primitive des quantités dont il s’agit: elles se 
trouvent composées des médiateurs simples [«],, [rtl,, [a],, etc., 
qui eu sont les véritables élëœcns. 
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Or, les expressions (du) des médiateurs simples ou élémentaires 
forment un cas particulier des expressions (dg) des fonctions alephs, 
savoir, le cas où, dans ces dernières expressions, d [ — n , 

•'f, j = — 1 > = -d » — 4 = etc. as o. Ainsi , ces médiateurs 

simples ne sont que des fonctions aleplis dont les élémens, sui- 
vant ( df ), sont les racines, prises négativement, de l’cquation 
d’équivalence 

0 = — i -j-or-f-ar’j 

.c'est-à-dire que si l’on forme, avec la .base constante a, les deux 
quantités 

s(“— !" Va'+4) = n, t ~(a — \V+,j) = /?,, 

on aura, en général, pour un degré quelconque rn , 

[«]- = K[«. + nj“. 

Donc, en substituant, dans l'expression (du), ces valeurs pri- 
mitives des médiateurs simples [a],, [a],, [a],, etc., on aura dé- 
finitivement .... (d. r) 

[a,]„ = K[n, -(- n,]“ + M,. K[n, + n ,]“~ 1 -f- Af..K[a, -f- n,]* - . .' 
4 - 

C’est là l’expression fondamentale , le principe -de la génération 
des quantités nommées médiateurs, dans le système particulier que 
nous examinons. — Donc , ces quantités ne sont que des fonctions 
des quantités alcpbs. Ainsi, toutes les relations de ces médiateurs, 
celles par exemple marquées ci-dessus par (dt)' et (dt)“, ont leur 
possibilité dans le principe fondamental (D) de la théorie des 
nombres ; principe qui est l’expression de la relation générale de* 
fonctions alephs. * 

Or, outre les relations (dt)’ et (di)" des médiateurs en question, 
on tire encore immédiatement, des expressions (dt) de leur for- 
mation, la relation remarquable.... (dj) 

[“/■>].■ r— r ^V-L-r ’ » 

= (— 0‘ + " +r - M_,- 
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rgr et 'X étant deux nombres entiers quelconques ; et c’est cette 
relation qui, dans le cas particulier où ®-= i et -rr = i, fournit 
le moyeu indirect qu’on emploie pour la résolution des équations 
de congruence du premier degré. — D’après ce que nous venons 
de dire de la nature des médiateurs en question , o'n voit que la 

relation précédente et le moyen de solution qui en résulte, rc- -* 

çoivent leur possibilité de la loi fondamentale (Z)) de la théorie 
des nombres. En effet , les médiateurs qui entrent dans cette re- 
lation, sont composés, dans leur principe, de quantités alcpbs ; 
et si l’on substitue les expressions équivalentes (t/jr ) , la relation 

( dy ) dont il s'agit, qui se trouvera exprimée en fbqclions alephs, \ 

ne sera en général possible qu’en vertu de la relation de ces der- 
nières fonctions, exprimée dans la loi foudantcntalc (D). — Voilà 
le lien qui rattache cette relation des médiateurs et le moyen de 
solution qui en résulte , à la loi fondamentale de la théorie des 
nombres. 

On conçoit qu’en procéddut de cette manière , on peut également V. 

ramener à cette loi fondamentale les autres cas des médiateurs , 
ceux où les échelles de relation sont formées des systèmes de 
plusieurs quantités a. A, c , etc. On pourrait, de la même manière, 
ramener à cette loi toutes les autres espèces de quantités algo- 
rithmiques qui , dans la théorie des nombres , servent de principes 
secondaires. Mais , un seul exemple , celui que nous venons de 
traiter, doit nous suffire dans cette Introduction. — D'ailleurs, ce 
ne sont là que des procédés indirects : il faudra définitivement 
subordonner toute la théorie des nombres au principe de la réso- 
lution générale des équations de congruence; principe que nous 
avons donné. 

Ici finit ce que nous avions à dire sur la théorie de la compa- 
raison algorithmique, et par conséquent, sur la partie systématique 
de {a théorie de l’Algorithmic. Nous sommes ainsi au terme de 
cette théorie. — Mais , n'ayant pas voulu entrer , dès le commen- 
cement de l'Ouvrage, dans des recherches trop métaphysiques, nous 
ne nous sommes attachés qu'aux résultats mathématiques, sur-tout 
dans la partie élémentaire de la théorie que nous venons d’exa- 
miner. 11 nous reste donc encore, pour compléter cette Intro- 
duction à la Philosophie des Mathématiques, à ajouter quelques 
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observations philosophiques aux’difl'érenles branches que nons avons 
traitées, et sur-tout à celles qui forment la partie élémentaire «le 
la Théorie de l'Algorithmie. — Nous examinerons ici, suivant la 
méthode régressive ou analvtique, ccs differentes branches de 
l’Algorithmie , dans l’ordre où nous les avons exposées suivant la 
méthode progressifs ou synthétique : nous u 'ajouterons aucune 
considération sur leur coordination , l'Architectonique de la Théorie 
de l'Algorithmie se trouvant déduite par ce qui précède. 

Or, pour ce qui concerne d'abord l’algorithme primitif de la 
sommation , nous avons déjà dit qu’il est fondé sur les lois cons- 
lilutiees de F entendement ; et c’est là tout ce que les limites de 
cette Introduction nous permettent de dire concernant la déduction 
transcendantale de c«it algorithme : d'ailleurs, ce peu de mots suf- 
fira aux philosophes. — Nous ajouterons seulement que l'algorithme 
de la sommation constitua, en quelque sorte, la matière de toute 
fonction algorithmique possible pour l'homme ; et cela, par la raison 
Biènic de l’origine transcendantale que “nous venons de lui recon- 
naître : l’application ou l’emploi des autres facultés intellectuelles, 
ne peut influer que sur la forme des fonctions algorithmiques , dont 
les élémens (le contenu) sont toujours donnés par l'algorithme 
primitif de la sommation. 

Le schéma de cet algorithme, qui résulte de la conception 
générale de son objet, est...,, (i) 

A ■+- B = C j 

et telle est aussi la loi fondamentale de la théorie de la som- 
mation. En effet, toute cette théorie ne contient que les élémens 
de l’Algorithmie , mais les élémens absolus ou indépendans ; et 
pour cette raison, la conception de son objet est, en même temps, 
sa loi fondamentale. 

Quant aux circonstances immédiates de cette théorie, qui,’ 
suivant ce que nous avons dit plus haut , en forment la troisièma 
partie, la circonstance philosophique et fondamentale est que le 
schéma A -4- B — C, implique nécessairement le schéma réci- 
proque C — Bt=.A; d’où résultent, d’abord, pour la théorife gé- 
nérale de la sommation , les deux branches particulières , l’une 
- progressive, 
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progressive , I’audition , l'autre régressive, la soustraction , que 
nous avons indiquées en parlant de celte théorie. 

Mais, un corollaire philosophique, non moins important, qui 
résulte encore de l’identité nécessaire des relations réciproques 
(=0 

A B sa C , C — B — si , 

est celui de la fonction particulière de la quantité B dans ces deux 
relations. Cette fonction, considérée en elle-même et avec abstrac- 
tion des opérations algorithmiques d'addition et de soustraction , 
se présente, dans la première de ses relations, avec le caractère 
d’une faculté d’augmentation, et dans la seconde, avec le carac- 
tère d'une faculté de diminution. — Tel est du moins le fait 
algorithmique : en voici la déduction philosophique. — Les opé- 
rations d’addition et de soustraction , qui forment les deux branches 
de l'algorithme de la sommation , ne sont fondées que sur la pre- 
mière des lois de l’entendement, celle de la quantité , dont l’ap- 
plication à l'intuition du temps, donne proprement la conception 
ou le schéma dn nombre. Mais , en considérant la diversité de la 
fonction du nombre B dans les deux relations (a) dont il s'agit, 
l’opposition de cette fonction admet, de plus, l’application de la 
seconde loi de l’entendement, celle de la qualité ; et il résulte,' 
de cette application transcendantale, une signification particulière 
pour la fonction du nombre B dans les deux relations A-\- -B=C 
et C — B = A. — C’est cette signification transcendantale qui 
constitue les caractères particuliers du nombre B dans les deux 
relations en question ; et ce sont ces caractères particuliers qu’on 
nomme, avec raison, étal positif et état négatif du nombre B. 

Voila la déduction métaphysique des caractères, positif et né- 
gatif, des quantités algorithmiques. — On voit actuellement que 
ces caractères portent sur la qualité des nombres; tandis que les 
opérations d’addition et de soustraction Vie portent que sur leur 
quantité. C'est le défaut de cette distinction très-simple qui , 
jusqu'à ce jour, a couvert de tant d'obscurité les questions algo- 
rithmiques concernant l'état positif ou négatif des nombres. Les 
explications qu’on a voulu donner de ces questions , celles , par 
exemple , qu’on lit dans les Leçons des Écoles normales , ou dans 
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le Mémoire (de Carnot) sur la relation des cint) points pris dans 
f espace, ne son! que des propositions tautologiques, qui contiennent 
précisément l’objet qu'il s’agissait d'expliquer. — Nous parlerons 
ailleurs de l'identité des signes + et — qui serveut à marquer , 
sans distinction , les opérations algorithmiques d’addition et de 
soustraction , et les qualités , positive et négative , des quantités 
algorithmiques : nous donnerons aussi les dévcloppemcns ultérieurs. 

Venons à l'algorithme de la reproductio:*. — Nous avons vu 
que cet algorithme élémentaire consiste dans la neutralisation in- 
tellectuelle des deux algorithmes primitifs et opposés , la sommation 
et la graduation; et qu’il se rapporte, eu le considérant dans sou 
origine trauscendautale , à la faculté du jugement. 

Le schéma qui résulte de la tOKCEeriOft oÉft lhai.e de cet algo- 
rithme , est (5) 

A -f* A — |— A -f- A ..... . B fois C, 

• 

les nombres A , B , C étant donnés entièrement par l'algorithme 
de la sommation. En effet, pour concevoir cette génération, pour 
en former la première conception , il est nécessaire que les nombres 
A et B soient donnés par l'algorithme de la sommation , qui , 
jusques-li, est le seul mode connu de ‘génération algorithmique , 
c’est-à-dire qu’il est nécessaire que les nombres A et B soient des 
nombres entiers; et alors le nombre C, comme produit par une 
génération de sommation, sera encore un nombre entier, ou un 
nombre donné par l'algorithme de la sommation. 

Mais , lorsque cette conception est formée , l'influence régula- 
üvc de la raison , qui se manifeste déjà dans l'algorithme de repro- 
duction dont il est quesliou , introduit , dans la génération des 
nombres A, B et C , une détermination nouvelle et particulière , 
qui satisfait, d'une part, au caractère d'agrégation, à la discon- 
tinuité de génération algorithmique , dominant dans l'algorithme 
primitif de la sommation} et de l'autre part , au caractère de crois- 
sance , à la continuité de génération algorithmique, dominant dans 
l'algorithme primitif de la graduation. Or, c’est cette détermination 
particulière de la génération des nombres A, B et C, dans la- 
quelle sc trouve la neutralisation des deux algorithmes primitifs 
et opposés, qui forme la loi ron da.uixtale de la théorie de U 
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reproduction. — Le schéma de celte loi est (4) 

A XÆ = C, 

où l’on suppose que , parmi les trois nombres A , B e t C , deux 
quelconques de ces nombres peuvent être donnés par l'algorithme 
de la sommation, ou bien , ce qui revient au même , que A , ou B , 
étant donne ainsi , le nombre C peut représenter tous les nombres 
formant la suite produite par la génération de sommation. 

I.es rmcosrsTAis'Crs immédiates qui fout l’objet de la troisième 
partie de la théorie de la reproduction , sont fondées sur l'identité 
nécessaire des relations réciproques (5) 

A yc. B ■=. C , 

Le premier corollaire philosophique qui dérive de ces relations, 
donne , pour la théorie générale de la reproduction , les deux 
branches particulières , l'une progressive , la multim-icatiom , 
l’autre régressive , la Division , que nous avons indiquées en par- 
lant de cette théorie.* — De plus, les nombres C et B pouvant être 
des nombres quelconques , donnés par l’algorithme de la somma- 
tion , la génération dn nombre A au moyen de la seconde des 
deux relations réciproques (5), reçoit, dans certains cas, un ca- 
ractère particulier , lequel est précisément le caractère qu’introduit, 
dans la génération des nombres, l'influence régnlalivc de la raison 
qui commence à se manifester dans l'algorithme de la reproduc- 
tion. Suivant ce caractère, le nombre A se trouve hors de la suite 
des nombres produits par la génération de sommation , et contient, 
en quelque Sorte , une détermination plus intellectuelle , qui est la 
détermination particulière que nous avons exposée ci-dessus , en 
donnant la déduction de la loi fondamentale (4). — Or , ce sont 
ces nombres nouveaux , placés ainsi hors de la suite des nombres 
entiers, ou hors de la suite des nombres produits par la génération 
de sommation, qu’on appelle nombres fractionnaires. 

Telle est donc la déduction métaphysique des nombres fraction- 
naires. — l.a considération des rapports , des parties, etc., pour 
expliquer ces notnbres, ne conduit qu’à des tautologies, abstraites 
ou concrètes , qui impliquent précisément l'objet qu'il fallait expli- 
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qucr. C'est a l’origine transcendantale de ces nombres qu’il fallait 
remonter, pour en découvrir la nature. 

Un second corollaire philosophique, qui dérive des relations 
réciproques (5), est, comme dans la théorie de la sommation, la 
fonction particulière du nombre B dans ces deux relations. C'est 
encore sur la conception primordiale de la qualité , que porte le 
caractère particulier qui en résulte pour le nombre B; et ce ca- 
ractère, considéré sous le point de vue algorithmique , consiste 
dans l'état positif ou négatif de l’exposant de graduation de ce 
nombre. — Nous donnerons ailleurs les dévcloppcmens ultérieurs. 

Venons à l'algorithme de la graduation. — Nous avons dit que ce 
second algorithme primordial , ce second pôle intellectuel algorith- 
mique, est fondé sur les lots régulatives (le la raison ; et c’est encore 
tout ce que les limites de cette Introduction nous permettent de dire 
concernant la déduction transcendantale de cctalgoriLhme. Nous ajou- 
terons seulement <jpe c’est cette influence régulative de la raison , ex- 
primée immédiatement dans l'algorithme de la graduation, qui fonde, 
pour 1 homme, la possibilité même d'une algorithmie : sans celte 
influence, nous ne saurions avoir que la simple sommation, dont 
l’objet et les lois sont identiques, ainsi que uous l'avons vu en 
examinant cet algorithme primitif et simple. — Voici les points 
principaux de la métaphysique de l'algorithme de la graduation. 

D’abord, le schéma philosophique , qui résulte de la concsttion 
çîn-érai.e de l’objet de cet algorithme, est (6) 

dans lequel , suivant ce que nous avons vu plus haut, la quantité p 
est le logarithme dn nombre m. En effet , cette forme qui porte es- 
sentiellement sur nue génération indéfinie, et qui, par conséquent, 
implique l’idée de l'absolu , est évidemment la seule forme possible 
sous laquelle nous pouvons concevoir , au moyen de l'algorithme 
élémentaire et primordial de sommation, qui est un produit de l’en- 
tendement , la continuité indtjfime de la génération d’uu nombre , 
que demande la raison : la forme, par exemple,* 


te 


Iqfvitsiï/. 


1 t 1 i 1 i 

— H 1 H etc. = m , 

oo oo 1 oo 1 ’ 


j i 

r M 

■ j| 




■. 


. * {SJ ' ' . • . f- ‘ 

PHILOSOPHIQUE. >65 

impliquerait toujours et nécessairement l'idée de la discontinuité. 
— Or, c’est évidemment sur cette génération (G) du nombre m, 
que se fonde la possibilité algorithmique d'un exposant quelconque 
de ce nombre, entier , fractionnaire , positif, négatif, ou zéro; c est- 
à-dire, le schéma purement algorithmique (7) 

A tt =C, 

dans lequel A , B et C peuvent être des nombres quelconques. 

Pour ce qui concerne, en second lieu, la loi fondamestaU 
de la théorie de la graduation, elle doit se trouver, comme pour 
la théorie de la reproduction, dans l'expression de l’application 
de la graduation à la sommation, pour embrasser, d'une part, 
1 élément primitif (le contenu) de tout calcul que donne l’algo- 
rithme de la sommation, et de l’autre part, la forme intellectuelle 
que donne l'algorithme de la graduation. Or, pour peu qu on examine 
le schéma (7), on voit que l’expression en question doit être 

(a, + <1. + «j 4 - etc.)* = C-, 

dont le principe, considéré dans son développement, est... (8) 


(A. + A . ) * = Af 4- Ç.Af-.A. 4- f ^ + etc. ; 


c’est-à-dire , le célèbre binôme de Newton. — Telle est donc la 
loi fondamentale de la théorie dfc la graduation ; et Pcst la seule 
loi scientifique qui , parmi les lois fondamentales des différentes 
branches de I* Algorithme , ait été connue des géomètres avant 
celte Philosophie des Mathématiques. — Nous pouvons nous dis- 
penser d’en donner ici la déduction algorithmique. 

Pour ce qui concerne, en troisième lieu, lc^ circonstances 
immédiates formant la troisième partie de la théorie de la gradua- 
tion , elles sont encore fondées sur l'identité nécessaire des re- 
lations réciproques (9) 

A b — C, C“ = A. 


Le premier corollaire philosophique, qui dérive de ces rela- 
tions, donne , comme dans les deux autres théories primitives , pour 
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la théorie générale (1e la graduation , les deux franches particu- 
lières , l’une progressive, les puissances, l'autre régressive, les 
racines, que uous avons indiquées en parlant de celte théorie. 
— De plus , le nombre A qui forme la racine B du nombre C, 
implique évidemment , dans sa génération , une détermination 
nouvelle , et plus intellectuelle encore que ne l'est celle du 
nombre A qui, dans la théorie de la reproduction, résulte de la 
division du nombre C par B. Le schéma de celte géuéralion , 
d'après (6), est (io) 

A = 0 + 

Or , avec la possibilité de la génération intellectuelle du nombre A , 
on voit , dans ce dernier schéma , que la génération sensible de 
ce nombre, en le considérant en général, e6t nécessairement in- 
définie-, comme il s’eusuit aussi de la loi fondamentale (6) de la 
théorie de la graduation, loi qui donne, dans le cas en question, 
une génération indéfinie, par sommation, pour le nombre dont 
il s'agit. — C’est celle génération indéfinie , provenant de l’in- 
fluence régulalive et intellectuelle de la raison dans le domaine sen- 
sible de l’entendement , qui est le caractère distinctif des nombres 
qu’on appelle inexactement nombres irrationnels (*). — Nous avons 
vu plus haut que ces nombres admettent une infinité d'ordres dif- 
férons , corjespondans aux ordres différens de leur génération , 
plus ou moins indéfinie ; et nommément qu'ils sont du premier 
ordre, du second ordre, du troisième ordre, etc., suivant que 
les nombres infinis qui entrent dans le schéma (G) de celte géné- 
ration , sont du premier ordre , du second ordre , du troisième 
ordre , etc. 

Telle est la déduction métaphysique des nombres dits irration- 
nels. — On voit actuellement quelle en est l’origine transcendan- 
tale, et combien étaient loin d’y atteindre les différentes explica- 
tions qu'on a voulu en donner. 


C*) Il faudrait plutôt les nommer nombres rationnels , comme étant produite 
par l'influence de la RAISON , suivant la déduction que nous venons d'en donner j 
et cela malgré le mot raison, pris dans sa signification de rapport. 
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Quant à la fonction particulière du nombre B dans les deux 
relations, réciproques (9) , elle est visiblement la même que celle 
du nombre B dans les deux relations réciproques ( 5 ) de la théorie 
de la reproduction, c’est-à-dire qu’elle consiste dans l’état positif 
ou négatif de l’exposant de graduation de ce nombre. 

Le second corollaire philosophique qui dérive des relations ré- 
ciproques (9) , et nommément de la seconde de ces relations , 
est l’antinomie partienlière impliquée dans la génération du 
nombre A , lorsque C est un nombre négatif et B un nombre 
pair. — Cette antinomie provient de ce que le schéma philoso- 
phique (6), qui est le principe ou le fondement de la possibilité 
de l'algorithme de la graduation , ne porte que sur la génération 
de la quantité du nombre m , laquelle , prise en général , est réel- 
lement susceptible d’une continuité indéfinie ; taudis que la qualité 
de ce nombre , comme produite essentiellement et exclusivement 
par l’algorithme de la sommation, implique nécessairement la dis- 
continuité qui est le caractère de ce dernier algorithme, c’est-à- 
dire quelle implique nécessairement l’opposition discouliuuc de 
l’état positif à l'état négatif du nombre m. Et en ctl’ct , lorsqu'il 
s'agit d'un nombre négatif C, produit par la génération de gra- 
duation A B , on ne peut, en supposant le nombre A réel, considérer 
indifféremment l'exposant B comme un nombre pair ou impair; parce 
qne ce serait supposer , à la génération du nombre négatif C, une 
continuité indéfinie qu'il n’a point réellement. — Toutefois, ce 
qui n'est pas possible en rcahtc , dans le domaine sensible de 
l'entendement , l'est au moins en idée , dans le domaine intellec- 
tuel de la raison : et cette dernière faculté ne se désiste point, au- 
tant qu'il est en elle , de ramener toutes les fonctions algorithmiques 
à la loi de continuité indéfinie ou, en général, à la loi de l’ab- 
solu. — Le principe réel de celte génération indéfinie des nombres 
négatifs , est. .... (1 1) 

= (—*.), 

dans lequel le nombre infini 00 est nécessairement impair. Mais ,‘ 
pour simplifier ces considérations, observons que ( — m) — ( — 1) 

. (-f- m) ; c’est-à-dire qne la considération des nombres négatifs se 
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réduit à celle du nombre ( — i). Il suffit donc d’examiner la géné- 
ration du nombre particulier ( — i); génération qui, d'apres le 
schéma précédent (11), est 

c'est-à-dire, à cause de Li = o, (ia) 

♦ 

(-,)"'=(->)■ 


Or, le nombre oo’ étant nécessairement impair, il est évident, 
suivant cette génération indéfinie de l’unité négative, que, toutes 
les fois qu’il s’agira de prendre une racine à exposant pair de 
cette unité, l'opération algorithmique sera impossible en réalité, 
et cependant elle sera possible en idée ; et c'est là l'antinomie 
faisant l’objet du corollaire philosophique qui nous occupe. — Pour 
ne parler que de la possibilité idéale, on voit qu’en prenant une 


partie paire de l'exposant oo', par exemple — , p étant un nombre 

entier quelconque, on aura, pour la racine a p de l’unité négative, 
une partie des facteurs élémentaires ( — i) du schéma ( i a) , exprimée 

par ~ = oo'-f- — , oo' étant le nombre entier le plus graud con- 

OO r 

tenu dans — -, et r un nombre impair et plus petit que ap ; de 
manière qu’après avoir pris oo' facteurs élémentaires ( — i), il 
restera à prendre une partie — des facteurs élémcntaires’du second 

ordre, qui composent l’un des facteurs élémentaires (— i) du 
premier ordre. On peut donc recommencer la même opération 

IDÉALE SUR LE FACTEUR RESTANT DU PREMIER ORDRE ( l) , ET 

ON PEUT LA CONTINUER AINSI A l’iNDIFINI. Or, Ce SOnt )c£ 

nombres corrcspondans à cette génération idéale possible , et dont 
Je caractère consiste précisément dans cette possibilité de généra- 
tion idéale , qui {arment les nombres qu’on appelle très-inexae- 
tement nombres imaginaires. 

Telle est la déduction métaphysique de ces nombres vraiment 
extraordinaires, qui forment un des phénomènes intellectuels les 

plus 
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plus remarquables , el qui donncul une preuve non équivoque de 
l'influence qu'exerce, dans le savoir de l'homme , la faculté légis- 
latrice de la raison dont ces nombres sont un prodtfr , en quel- 
que sorte malgré l’entendement. — On voit actuellement que , 
loin d’élre absurdes , comme . les envisageaient les géomètres , 
les nombres dits imaginaires sont éminemment logiques et, par 
conséquent , très-conformes aux lois du savoir ; et cela , parce 
qu'ils émanent , et en toute pureté , de la faculté même qui 
donne des lois à l'intelligence humaine. De là vient la possibilité 
d'employer ces nombres , sans aucune contradiction logique , 
dans toutes les opérations algorithmiques ; de les traiter comme 
des êtres privilégiés dans le domaine de notre savoir, et d’en dé- 
duire des résultats rigoureusement conformes à la raison. — Quant 
’ à l'espèce de contradiction que ces nombres paraissent impliquer, 
et dont nous avons donné la déduction, on voit maintenant que 
ce n’est point une contradiction logique qui les rendrait absurdes , 
mais bien une contradiction transcendantale , une véritable anti- 
nomie dans l'intelligence humaine , provenant de l'opposition des 
lois de l'entendement avec les lois de la raison ; antinomie dans 
laquelle la raison soutient sa supériorité”, et donne , malgré l’-cu- 
tendement, une existence, quoique purement idéale, à ces nombres 
si faussement réputés absurdes. — On voit enfin que la dénomi- 
nation de quantités imaginaires , qu'ou emploie pour ces nombres, 
est absolument fausse ; et que la dénomination la plus convenable 
serait celle de quantités idéales (*). — La faculté de l’ imagination , 
qui forme, pour ainsi dire, le chaînon intermédiaire entre, la sen- 
sibilité et l'entendement de l'homme , ne peut produire, lorsqu'elle 
est abandonnée à elle-même, que des êtres fantasques et rebelles 


(*y Pour ne nous attacher qu'aux choses , noos avons évité , dans cette Intro- 
duction , autant qu'il a été possible ,■ toutes les innovations concernant les Doras 
et les signes. Nous dev^ cependant prévenir qu'une NOMENCLATURE PHILO- 
SOPHIQUE et Jine NOT *on SYSTÉMATIQUE deviennent indispensables pour la 
réforme philosophique que doivent subir les sciences mathématiques. — Avant 
de publier la Philosophie générale de cci sciences , l'auteur soumettra à l'avis 
des géomètres, dans une brochure séparée , la nomenclature et la notation qu'il 
suivra dans la' Philosophie générale de» Mathématiques. 
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aux lois de la raison : tels sont les nombres réellement absurdes , 
qui impliquent une véritable contradiction logique ; par exemple , 
les nombreÀr et y qui, suivant l’imagination, doivent satisfaire 
aux équations 


o = 5x — Tjr - f-5, ' o = 6x- — - 4/ — 5. 

Les géomètres ne doivent pas perdre de vue celte distinction des 
quantités idéales avec les quantités purement imaginaires : les pre- 
mières , produites par la raison , sont rigoureusement logiques et 
conformes aux lois du savoir; les secondes, produites par l’ima- 
gination , sont absurdes et contradictoires avec les lois du savoir. 

11 nous reste à observer que Iês quantités idéales’dont nous ve- 
nons de parler, sont tontes de la même nature , et ont nécessai- 
rement toutes , pour leur expression, la même forme algorith- 
mique. En effet, ces quantités ne diffèrent entre elles que par la 
détermination numérique de l'exposaut pair de la racine à laquelle 
elles correspondent » et elles sont rigoureusement identiques dans 
ce qui concerne leur génération idéale. Ces quantités peuvent donc 
être exprimées au moyen de l’une d'entre elles , et ce qu’il y a 
déplus naturel , au moyèn de la plus simple, qui est visiblement 
la racine & exposant deux. C’est aussi ce qui résulte de la relation 
algorithmique de ces quantités , comme nous allons le YOir. — On 
a en général . 

( ^T)- = — 


et retranchant \J — î des deux membres de cette égalité, on ob- 
tient, pour les quantités en question, la relation algorithmique 


(,3) 


» 



= (t + V— i).(i — ( V— «)-■)-. 


Ainsi, en prenant une racine quelconque r, on aura.*.. (i4) 

**r «a I a* ^ t , 

. V — I = (« + V - «/• (• - ( v - 1 )—•)"? 


et puisque , suivant la loi fondamentale (8) , les développemens des 
binômes formant le second membre de cette dernière égalité, se- 


r 
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ront fonctions de graduation des deux termes de ees binômes, et 

*.•**•• .» J - 

nommément fonciious de puissances entières de V — t , on aura 

, (« 5 ) 

M M s n 

V'-^T = 1 4- A r , . V~i 4- iV. . V=TI -f. A’, . v'— * — 




en désignant par N,, N,, N,, etc. la somme des cocfliciens respectifs 
des racines ^ , —, T’ " ‘ Sn ( — *)> ^* n ® I e produit des dé» 

reloppemens des binômes dont il s’agit. — Donc, dans le cas le 
plus simple ou n = 1 , ou aura, d’après la formule gcucralc (i 5 ), 
Pexpression (16) 

>/~i = (t — N.) 4- N, . 


C’est Ht , et seulement là, le principe de ce que toutes les quantités 
dites imaginaires se réduisent à la racine y 1 — 1 , on if la forme 
binomiale précédente (16). 

Enfin , un troisième corollaire philosophique , qui dérive éM 
relations réciproques (9) , est la pluralité des racines A correspon- 
dantes à un même nombre C et à un même exposant Cette 

pluralité est fondée sur celle des valeurs du nombre ft qui e.ntre 
dans le schéma philosophique (6) de l’algorithme de la graduation , 
et particulièrement dans le schéma de la génération par graduation 
de l’uoité positive et de ('unité négative, qui sont respectivement 
* les ' facteurs de tous les nombres positifs et négatifs. On a , eu 
«fl» 1 » ( l 7 ) 


(,+„4v=î4)=+.. 



ft étant u» nombre pair quelconque , y compris zéro , * un nombre 
quelconque impair, et ir le nombre donné par l'expression 

i ■ . 


* — V^)*— (« -r\ — *)*}• 
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Pour s'êa convaincre , sans employer immédiatement la théorie 
des logarithmes, aii celle des siuns, il sufCl d'olwerver, d’abord cjue 

0 + » • ï ; £)“= {(. ri- ~ V^T . £)’]’; 

♦ 

et ensuite que . . 

.(•+ï'= î -a*-— . - 

comme on peut s'en assurer, en développant le binôme de cette 
dernière égalité, et en y substituant l'expression précédente de ni. 
Mais, sans recourir à celte déduction , ou sans remonter jusqu'au 
premier principe, il est évident qu’on a, pour la génération par 
graduation de l'unité positive et de l'unité négative, les expres- 
sions ’(iK) 


(-,)"= + 




fi étant toujours un nombre pair quelconque, y compris zéro, et 
» un nombre quelconque impair. Or , si l’on prend la racine m 
^ns la première de ces expressions, et la racine n dans la seconde, 
ou aura. (19) 


(+ «r =(-'r=(- 0 "=(->>'•(- 


tL 

■>r. 

• 0 ", 


C_ O" =(->)'■=(-') -= (-.)*•(- 

en considérant p et q comine les nombres entiers que donnent. 

* • I 

les fractions ijj cl - , et les nombres fi' et / comme positifs ou 

négatifs, et comme étant respectivement’ pins petits que m et n. 
Ainsi, puisque les nombres fi‘ et *' sont d’ailleurs arbitraires, il 
est évident que les racines dont il s'agit, ont autant de générations 
différentes qu’on peut prendre de nombres différens pour ti et /; 
et il sc trouve que ce nombre de générations différentes est 
respectivement m et n. En effet, lorsque ï“. le nombre m est pair, 
p' pctU être un nombre pair quelconque, plus petit que m , po- 
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sitif , négatif ou zéro ; ce qui donne visiblement m générations 
différentes pour la racine m de (-)- 1), en observant qu’alors p est 
indifféremment pair ou impair. Lorsque 2°. le uombre m est impair, 
p! peut être un nombre pair quelconque, plus petit que m, positif, 
négatif ou zéro ; ce qui donne tncorC m générations différentes 
pour la racine m de (-f- 1), en observant qu’alors p est néceapire- 
ment pair. Lorsque 3’. le nombre n est pair, r'pcut être un nombre 
impair quelconque, plus petit que n, positif ou négatif; ce qui 
donne visiblement n générations différentes pour la racine n de 
( — 1), en observant qu’alors q peut être indifféremment pair ou 
impair. Enfin, lorsque 4”. le nombre n est impair, »' peut être uu 
nombre pair quelconque, plus petit que », positif , négatif numéro; 
ce qui donne encore n générations différentes pour la racine n de 
(— 1), en observant que q est alors nécessairement impair. 

C’est li , et non ailleurs, le principe premier de la pluralité des ra- 
cines' d’un nombre, correspondantes à un même exposant; et c’est là 
aussi la déduction métaphysique de cette pluralité de racines!. — La 
décomposition, en facteurs simples, des fonclions(.z" — i)et (.r*-f-Q, 
qui , égalées à zéro, donnent respectivement les racines/» et n de (-(->) 
et de (— 1), est elle-même fondée sur le principe que' nous ve- 
nons de voir : il faut, en effet, que la pluralité des racines de 
(-f- 1) et de ( — 1) ait lieu en elle-même, et en. vertu de la géné- 
ration par graduation de cès unités, pour que la décomposition des 
fonctions en qucsliou qui dounent Ces racines, soit possible. 

. Quant 2t l’expression de Ces rat ines au moyen de la racine simpj^ 
ou au moyen de la forme binomiale (iG)", sans recourir 
il la décomposition des fonctions dont nous venons de parler, ni 
à la théorie des sinus , il suffit d'observer qu'eu vertu des expres- 
sions (14) et (16), on a. . . .'. . . (ao) 

f/ i/S a*»' iju* * 

(—,)" = ( v/=T):' = (■ -h V^T) m .(i-V^T) "" = 

V W 9?’ 9r' 

(-0 T =(v^T r = (n-v/-=rr .(«-v/=T) ".= 

= fi _ n \ u- n yd7. 
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et l'on aura, eu vertu des expressions (19),..... (21) 

(+ 0 S =(— '?•((« — p .) H- p > • V^î) , 

(— »>* = (— *)*• ((» <?.) '■+■ <?. * V^T> 

Enfin , si l'on examine les binâmes des expressions (ao), on verra 
que le changement des signes des nombres pf et /, revient au chan- 
gement du signe de la racine V-— "ï ; de manière que celles des racines 
précédentes (ai), qui ne diffèrent que par le signe de la quantité 
radicale \/ — 1 contenue dans leurs expressions , sont précisément 
les racines opposées qui , dans le principe de leur génération , 
correspondent aux signes opposés des exposans pl et savoir. 


C-'M-O 


et 


et 


(-■)*• (“O”"- 


Or, en multipliant ces racines opposées, l’une par l’autre, on a, 
pour les produits respectifs, les valeurs 

(— 0 *- (-*)•=+«, 0 *=+«; • 

c’est-à-dire que ces produits sont toujours égaux à l'unité ; et c’est 
ce qu’en examinant la théorie des sintft , nous 'avons promis de 
^pntrer (Tune manière indépendante de cette théorie, dans la 
principe même de la génération. des racines. 

Voilà les observations philosophiques qoe nous avions à ajouter, 
concernant les trois algorithmes primitifs, la sommation, la repro- 
duction et la graduation. — Voici les observations concernant les 
deux algorithmes dérivés immédiats, la numération et lçs facultés. 

Ces deux algorithmes dérivés élémentaires, qui résultent respec- 
tivement de la combinaison de l'algorithme primitif intermédiaire, 
la reproduction, avec les deux algorithmes primitifs et opposés, 
la sommation et la graduation, ont, pour caractères distinctifs , 
avec la possibilité de 1a génération d’une Quantité algorithmique 
quelconque , la susceptibilité Je limites aibitnatres pour les algo- 
rithmes primitifs qui composent ces dgux algorithmes dérivés, ainsi 


Digitized by Google 


r 


• ** 


PHILOSOPHIQUE. i ? 5 

que nous l'avons dit eu parlant de ces derniers. Les autres algo- 
rithmes élémentaires ne peuvent produire que celles des quantités 
algorithmiques, qui dépendent ou qui proviennent de la génération, 
particulière formant respectivement ces algorithmes élémentaires ; 
et cette génération ne saurait être modifiée dans ces difTérens algo- 
rithmes, dont le caractère est précisément la génération particulière 
qui leur est propre : les deux algorithmes dérivés 141 médiats , la 
numération cl les facultés, peuvent, au contraire , produire toutes 
les quantités algorithmiques, et cela même en resserrant , dans des 
limites arbitraires, les algorithmes primitifs qui entrent respecti- 
vement dans leur' composition. — Celte susceptibilité de limites 
arbitraires, jointe à la possibilité de la génération de toute quantité 
algorithmique, donne , aux deux algorithmes dérivés dont U s'agit, 
uu caractère lout-à-fcit particulier ; caractère qui les range hors 
de la classe des autres algorithmes purement théoriques, en leur 
attribuant une possibilité de servie de .moyens a des fins algo- 
rithmiques. 

C’est celte dernière possibilité , cette espèce de finalité contenue 
dans les algorithmes dérivés élémentaires, la numération cl les fa- 
cultés , qui est le priucipe philosophique de la seconde branche 
générale de l’Algorithmie , le priucipe de la Tecbnie alcomtu- 
js 1 que , opposée à la Tuéorie algorithmique formant la première 
branche générale de la science des nolhbres. — Cette Technie sera 
l'objet de la seconde partie de cet Ouvrage : nous en avons déjà 
donné la déduction architectonique , et nous procéderons bientôt 
à la déduction métaphysique ultérieure de scs différentes branches 
particulières, et des principes algorithmiques sur lesquels elle re- 
pos# — Mais, les deux algorithmes dérivés élémentaires dont il 
s'agit, et qui, considérés^ans toute leur généralité, servent ainsi 
de fondement à l'établissement d'une nouvelle branche générale de 
l'Algorithmie, appartiennent néanmoins, en les considérant en par- 
ticulier dans leur simplicité élémentaire , à la Théorie de l'Algo- 
rilbmic par laquelle ils sont donnés. 11 nous reste doue, dans cette 
Théorie, à examiner, sous ce point de vue de simplicité, les algo- 
rithmes dérivés dont il est question. 

Or, les schémas de ces algorithmes considérés dans toute leur 
généralité, tels que nous les avons présentés, sont : 




' Drgitized by Google 


174 INTRODUCTION 

i*. Pour l'algorithme de la numération, (aa) 

. F f x H- A, . F,x -f- J, , F..c + etc. ; 

a*. Pour l’algorithme des facultés, (âî) 


etc, _ • 

• 

Et l’on voit facilement qu’étant considérés dans leur simplicité 
primitive, ces algorithmes se trouvent sous les formes 

A;? ri- A.zr u+ ’ + ^ +3F + etc. ..... . 04) , 

(* ri- o) . (x + § ) . (x -f- a? ) . (x -f- 3 J ) . etc (a5). 

Tels sont donc les deux algorithmes dérivés élémentaires et par- 
ticuliers qui appartiennent encoure à la Théorie tlç TAlgorithmie : 
ils sont évidemment les élémens des mêmes algorithmes dérivés 
qui , pris dans toute leur généralité (aa) et (a3), fondent la Technie 
de l’Algorithmie. . • 

On pourrait, dans cet état de leur simplicité , nommer algorithme 
des numérales , la numération particulière de l’expression 04) , 
et algorithme des factorielles (*), les facultés particulières de 
l’expression (a5). — Ainsi , en suivant ces dénominations, les nu- 
mérales et les factorielles ^appartenant à la Théorie de J’Algo» 
rithmie , seraient les cas simples et particuliers des algorithmes 
composés et généraux de la numération et dp s facultés, qui forment 
la Technie de l’Algorithmie. 

• Or, les expressions 04) et 0^) sont proprement les schémas 
qui résultent de la conception générale des objets respectifs des 
numérales et des factorielles. — Quanta leurs lois fondamentales 
- et aux circonstances immédiates qnjjjçu dérivent, formant la 
seconde et la troisième partie de leurs théories', nous n’en par- 
lerons que. lorsque , ci-après , nous connaîtrons la loi de la géné- 
ration de ces algorithmes dérivés, en les considérant dan# U>ute 
leur généralité. — Une circonstance importante que nous pouvons 
déjà remarquer ici , c’est que les algorithmes des numérales et des 


r » > 


(*) D’après Arbegast « Kramp. 
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factorielles sont requis pour la possibilité même de la Théorie de 
l’AIgorithmie; et particulièrement, l’algorithme des numérales pour 
la possibilité de l'Arithmétique, ou des faits* de nombres, et l'al- 
gorithme des factorielles pour la possibilité de l'Algèbre , ou des 
lois de nombres. Eu effet , une des conditions de la Théorie de 
l'Algoritlimic , est la possibilité de la génération des nombres, dans 
leurs faits et dans leurs lois; et c'est dans les numérales et les fac- 
torielles que l’Algoritlimic trouve cette possibilité, ainsi que nous 
allons le voir. 

D'abord , pour ce qui concerne l’algorithme des numérales , il 
est notoire que l'homme ne peut attacher une attention distincte 
à une pluralité indéfinie d'unités numériques : c'est un fait psycho- 
logique avéré généralement. Mais, bien plus , il est vrai à priori 
que l’homme ne peut, n-la-fois, porter une attention distincte que 
sur deux objets ; et cela seulement en les rangeant sous l'unité 
logique de l'opposition, savoir, sous l'unité de A et de non A. 
Il s’ensuit qu'il lui est impossible d’avoir, par une réflexion immé- 
diate, la conception d'un nombre quelconque; et rigoureusement 
parlant , qu'il lui est impossible d'avoir , de cette manière , la con- 
ception d'un nombre qui surpasse deux. Ainsi , il se présente la 
nécessite de déterminer médiatement celte conception ; et cette 
détermination se trouve évidemment requise pour la possibilité 
même de la Théorie de l’Algorithmie , et particulièrement de la 
Théorie de l’Arithmétique. — Or , la ■ première de ces théories 
trouve, en elle-même, et nommément dans l'algorithme des nu- 
mérales qui en est une branche , le moyen de la détermination 
médiate en question ; et cela , parce qu’on peut resserrer , dans les 
limites d'une conception numérique immédiate , naturelle ou ar- 
tificielle , les algorithmes de la sommation'et de la reproduction 
qui entrent , comme parties composantes , dans l’algorithme ^des 
numérales. En cflet, dans un système de numérales où la conception 
immédiatç, formant la limite , serait en général celle du nombre x t 
on pourrait, sans passer cette limite, déterminer un nombre quel- 
conque N , entier ou fractionnaire , au moyen de l’algorithme des 
numérales; c’est-à-dire qu’on aurait (26) 

N =. , . . A,x'-\- A,x'-\- A.x* -J- , Ax~' -j- t Ax ~' . . . ., 

*4 
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eu observant que les coelliciens A,, A,, A,, etc. et ,A, .A , 
s A , etc.,- ainsi que les exposans 1 , a, 3 , etc.,, et — i , — a, 
— 3 , etc. , ne surpassent pas le nombre limitaut x , ou du moins 
que les exposans plus grands que x , se trouvent eux-mêmes formés 
au moyen de cet algorithme. — La déduction de celte détermi- 
nation du nombre JY , ne présente aucune difficulté pour U partie 
de CC nombre qui. est plus grande que l’unité : il est, en effet, vis Ale 
que celte partie du nombre N , peut toujours être déterminée par 
l'expression algorithmique A, -f- A,x-\- A,x' -j- etc. Quant à la 
déduction de l'expression ,Ax~' -f- ,Ax~* -J- yLc -3 + e^c. , qui 
détermine la partie du nombre JV, plus petite que l'unité, nous 
la donnerons ci-après lorsque nous conuaitrons le principe de 
l’algoritbme général de la numération, dopt celui des numérales 
«st un cas particulier. ’ »if 't ^ \ 

C'est l'expression (36) qui est le schéma philosophique de. l’opé- 
ration arithmétique nommée numératton ; et c’est là aussi la dé- 
duction métaphysique de cette opération. — On voit que les chiffre» 
qu'on emploie dans ce procédé arithmétique, ng sont autre chose 
que les coefficiens A, , A ,, A ,, etc., et ,A , ,A , t A , etc. du 
schéma (26) , et que les rangs qu’on fait occuper à ces chiffres , 
ne sont qu’autant de moyens séméiotiques pour marquer les puis- 
sances x', x 1 , x*, etc. et x~‘, x~', x -5 , etc. dtî nombre X servant 
de limite à cette numération. On voit sur tout que, par exemple, 
dans le système décadiquc, les rang» des chiffres n’indiquent point 
immédiatement les nombres to, 100, 1000, etc. et 7^, 

— , etc. , comme on le croit généralement ; bar il est impossible 
pour l'homme d’avoir la conception immédiate de ces nombres : 
ces rangs n indiquent que les algorithmes de graduation, progres- 
sifs et régressifs, opérés dans les limites du nombre dix dont la 
conception immédiate est supposée donnée dans ce système; aussi, 
lorsque l'exposant de 10 passe ce nombre, le système déradique 
cesse d’être simple, et il exige son propre secours pour pouvoir 
être continué à I iudéfiui. En un mol, on voit que l’opération arith- 
métique nommée numération, a pour objet de déterminer, par 
l’algorithme des numérales , la conception médiate d'un nombre 
quelconque , et cela ,au moyen de quelques nombres simples dont 
on suppose que la conception immédiate, est donnée j et par con- 
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séquent'quc c’est sur ce principe que se fondent, avec plus ou 
moins de conscience logique, tous ceux qui emploient cette opé- 
ration. — Quaut à la limite des nombres simples dont on suppose 
ainsi avoir la conception immédiate , elle est évidemment arbi- 
traire, et dépend des secours séméiotiques que l’homme peut em- 
ployer pour la reculer indéfiniment. Mais , en faisant abstraction 
de ces secours étrangers, il résulte de ce que nous avons dit plus 
haut, que la limite logique et donnée à priori, est celle du nombre 
deux; de manière que le système biîiaire est le système primitif 
de numération, indépendant de toute considération étrangère à la 
nature des nombres. 

Il nous reste ici à observer que le schéma (36) de l’opération 
arithmétique de la numération , est nécessairement et évidemment 
le principe de tous les autres procédés arithmétiques proprement 
dits, et nommément de six (et ndn quatre) reçues arithmétiques 
correspondantes aux trois algorithmes primitifs, l’addition, la 
soustraction , la multiplication , la division , les puissances et les 
racines. — C’est de ce principe qu'il faut et qu'on peut, avec 
facilité, déduire ces règles arithmétiques ; et l'on voit clairement 
que, sous ce point de ^ue, toutes les questions oiseuses qu’on a 
faites sur les procédés de ces règles , par exemple , pourquoi la 
division commence du côté gauche , tombent d’clles-mèmcs. 

En second lieu, pour ce qui concerne l'algorithme des facto- 
rielles , il est évident que , toutes les fois que l’exposant d'une 
quantité est transcendant ou seulement irrationnel, il est impossible 
de concevoir immédiatement la génération de la quantité qui en 
résulte ; parce que , dans ce cas , l'exposant en question qui sert 
à déterminer la génération par graduation, se trouve, sinon indé- 
terminé absolument, du moins indéfini dans sa propre génération. 
Mais, les lois des nombres portent sur la continuité algorithmique, 
qui précisément y est introduite , par la faculté de la raison , au 
moyen de l’algorithme de la graduation : il est donc impossible 
d’avoir la conception immédiate de ces lois , prises dans toute leur 
étendue , au moyen dn simple algorithme de la graduation ; et 
nommément, dans le cas où l’exposant de graduation est lui-même 
un nombre produit par cet algorithme, un nombre transcendant ou 
seulement irrationnel. Ainsi, il se présente encore ici la nécessité 
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de déterminer médiatement cette conception; et celte détermina- 
tion se trouve requise pour la possibilité même de la Théorie de 
l'Algorithmic , et particulièrement delà Théorie de 1 Algèbre, qui 
a pour objet spécial les lois des nombres. — Or, c’est l’algorithme 
des factorielles , formant une branche de la Théorie de l’Algo- 
rithmie, qui donne, à cette Théorie, le moyen de la détermina- 
tion en question , ainsi que nous allons le voir. 

Soit la factorielle générale (37) 

x m l 5 :=x(x-f-£) (x-f-af ) (x + 3 Ç) r 

E11 y faisant cesser l'influence de l'algorithme de la sommation , 
c'cst-à-dire, en y faisant £ = o, cette factorielle se réduit à la 
fonction simple de graduation x” = x.x.x . . . ; la différence 
entre la factorielle et cette puissance étant évidemment dans 
ce que les facteurs x, (x+aÇ), etc. de 1» facto- 

rielle, ont leurs secondes différences égales à zéro, tandis que les 
facteurs x, x, etc. de la puissance, onticurs premières différences 
égales à zéro. Il s'ensuit que les facteurs élémentaires qui forment 
les principes respectifs de la possibilité des puissances et des fac- 
torielles , doivent différer aussi ; et nommément que les facteurs 
élémentaires des factorielles doivent être différons entre eux , et 
avoir la forme (38) . * 

0 +*• £)> ( 1 (■ +f r ‘ 5 ) » c,c - » 

fi, fi", fi"', etc. étant des quantités différentes, assujéties à une loi 
dépendante des quantités x et £ qui entrent dans la formation de la 
factorielle. Or, lorsqu'il s’agit d'un nombre provenant d’une génération 
de graduation, dans laquelle l’exposant est transcendant ou irrationnel, 
il est évident, comme nous l'avons déjà observé, qu’on ne saurait 
en avoir une conception immédiate , au moyen de l'algorithme 
même de la graduation , parce qu’il faudrait décomposer les fac- 
teurs élémentaires et constans Çt fi.-^ de cet algorithme (6), 

en une infinité d'autres, et ces derniers en une infinité d’autres 
encore, et ainsi de suite à l'indéfini. Mais , il est également évident 
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qu'oo peut toujours donner aux quantités p." , p.'", etc. qui eutrem 

daus les facteurs élémentaires des factorielles (28), uue détermination 
progressive , telle qu'en prenant une partie définie ou rationnelle 
«la la totalité de ces facteurs, on ait, pour leur produit, une quan- 
tité algorithmique quelconque. Ainsi , n'exigeant que des nombres 
définis ou rationnels, les factorielles peuvent servir réellement à 
la détermination de toute quantité algorithmique, considérée dans 
sa continuité indéfinie; et par conséquent, elles peuvent servir à 
déterminer la conception des lois algorithmiques elles-mêmes. 

C’est là le caractère distinctif de l'algorithme des factorielles. 
— Déjà Vandermonde (*) , à qui nous devons la première idée 
des factorielles et des facultés en général , en avait fait l’application 
à la détermination théorique du nombre philosophique -JT de" la 
thelkrie des sinus , au mojjen des nombres définis et simples 1, 
et 2 ; il avait trouvé r *'. -v , ' • ' • 


vr= 3 ( Tr _I - 


Depuis, Kramp (**), à qui nous devons l'idée de l'importance 
des factorielles, en a donné la théorie, et en a fait une application 
distinguée à toutes les fonctions circulaires élémentaires, ainsi qu'à 
la détermination d’intégrales des ordres supérieurs ; cl il ne nous 
reste que le souhait de voir les géomètres donner plus de déve- 
loppement à l’algorithme des factorielles, et employer , dans toute 
la Théorie de l’Algorillrmie, cet instrument nouveau, essentiel à 
l'Algorithmie , et rigoureusement général.' 

Nous avons déjà dit que nous parlerons ci-après de la loi fon- 
damentale et des circonstances philosophiques de la Théorie des 
factorielles, lorsque nous connaîtrons le priucipe de la génération 
des facultés en général. Mais, pour compléter l'cxposilion de la 
conception de l'objet de celte théorie, pour laquelle nous avons le 
schéma algorithmique (20) ou (27), nous devons joindre ici le 


(*) Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris, de l’année 177a, pre- 
mière partie. 

(**) Analyse des Réfractions astronomiques et terrestres. — Élémens d Arith- 
métique universelle. 
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schéma philosophique qui , connue celui (G) de l'algorithme de 
la graduation , sert de principe à la possibilité des factorielles. 
Nous allons le déduire, comme cas particulier, du schéma phi- 
losophique général qui sert de principe .à la possibilité de toutes 
les facultés algorithmiques. 

Soit la faculté algorithmique générale (29) 

<px m, ’ = + £).$(*+ a*). ‘P(ar-f-5£) , 

<p désignant une fonction quelconque de x. Soient de plus 0, , 
0, , 0 3 i etc. les nombres connus sous le nom de nombres de 
Bernoulli , déterminés par les relations dont la formule générale 
est (3o) 




1 n — a 


©, 


etc. , 

n étant un nombre entier quelconque, depuis un jusqu’à Y infini-, 
c’est-à-dire , 


©.=+ï, 

©4 = 0, 


. 0, = 0, 

©. = -!-*, 

+ 

II 

1 

ai* 9 

©■• = H“rfr» 

0, = O, 

0, = o, 

• 

0,. = o, ~ .• 

©4 == ’ îïî » 

©, = — 

ïTô 9 

©»■ — 3» 0 j etc. , etc. 


Soit enfin oo le nombre infini des facteurs élémentaires dont le 
produit forme le premior facteur de la faculté générale (29) , savoir, 
la fonction <px ; et n le nombre qui exprime le rapport du rang 
d'un factenr élémentaire quelconque , avec le nombre infini as . 
— Nous aurons, pour le facteur élémentaire de la faculté géné- 
rale (39), correspondant au nombre fi, l’expression. .... (3 1) 

fac. êlém.(<px m —— j t + -— . £ + 




£■ — ©j 




C’est là le schéma philosophique qui sert de principe à la pos- 
sibilité des facultés en général , et dont le schéma (6) de l'algo- 
rithme de la graduation n’est qu'un cas particulier, celui où £=o : 


« 
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c'est en effet de ce principe que dérivé la possibilité de consi- 
dérer , dans les facultés algorithmiques, l'exposant m comruc uj 
nombre quelconque , entier , fractionnaire , positif, négatif ou 
zéro (*). — Nous donnerons, dans la seconde partie de cet Ou- 
vragé, la déduction de ce schéma philosophique général, sur lequel 
se fonde toute continuité algorithmique, et par conséquent touie 
l'AIgorilhmie. 

Or, dans le cas le plus simple des facultés, celui des facto- 
rielles, on a Qx == x ; et la formule générale précédente (3i) 
donne (3a) 

fac. tlém. (x m 1 ->= i + JL . I L(x + ) — A —L- * } , 

en désignant en général par AS la fonction (33) 

0,.S -1- 0..S* + 0,.H 3 + 0 4 .S< -f- etc. ; 

et c’est aussi ce qu’a trouvé Kramp pour le cas particulier dont 
il s’agit, celui deS factorielles, sans cependant y avoir ajouté la 
signification de facteur élémentaire. 

Procédons enfin aux algorithmes dérivés médiats, ou aux algo- 
rithmes Iransccndaus élémentaires , les logarithmes et les sinus. 
— Commençons par l'examen des logarithmes. 

La transition de la numération aux facultés, dont le schéma, 
tel que nous l’avons présenté, est (34) 

• 4- Qx, + ■+• etc. s= <p {x, x x, x x, x etc.}, 

forme proprement la conception générale de l'objet des loga- 
rithmes j et l'expression que nous en avons déduite pour ces fonc- 
tions, savoir. . . . . (35) 



(*) On voit maintenant que les facultés algorithmiques peuvent , comme les 
puissances, avoir leurs irrationnelles, et cela , comme les puissances, en vertu d'clles- 
mêmes, et non parce qu elles sont 'susceptibles d'interpolation , comme l'a cru la 
Commission de l'Institut de France , qui a jugé la Teclmie de l'Algorithmie. 
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est la r.oi foxdahekt.u.e de la théorie des logarithmes. — Mais , 
dans cet état, cette loi se trouve encore dans sa simplicité primitive. 
En effet , il faut observer qu’en prenant la racine m des deux 

membres de l égalité fondamentale jr, nous n'avons prjs que 

la racine réelle de a , en considérant d'ailleurs cette dernière quan- 
tité comme positive ; ce qui revient à supposer que les facteurs élé- 
mentaires de la génération par graduation de la quantité a , sont 
tous réels et positifs. De plus , nous n’avons cousidérc le nombre x 
que dans son état positif. — Il nous reste donc à déterminer l’ex- 
pression générale et collective de la loi fondamentale des loga- 
rithmes, à la déterminer telle qu’elle cmlg-assè toute l’étendue de 
la théorie de ces fonctions, et nommément les trois circonstances 
générales : i*. celle où les facteurs élémentaires de a sont consi- 
dérés comme pouvant être quelconques, positifs ou négatifs, réels- 
ou idéals; 2 °. la circonstance où la base a est considérée indiffé- 
remment comme positive ou négative , réelle ou idéale ; et 5*. la 
circonstance où le nombre x est de même considéré indistincte- 
ment comme positif ou négatif, réel ou idéal. 

Désignons toujours par le signe radical y/ la racine réelle d'un 
qombre considéré comme positif, par l'exposant fractionnaire une 
racine quelconque en général, par L le logarithme naturel et gé- 
néral de tout nombre ; et désignons de plus par l le logarithme 
naturel et réel d'un nombre considéré comme positif, tel qu’il résulte 
de la loi simple (35) que nous connaissons déjà. • — Nous aurons 
d'abord , en vertu de cette loi simple , pour le cas des logarithmes 
paturels , l'expression ...... (56) 

t 

(, + la.£) = a. 


m étant Considéré comme positif. Ensuite, en vertu des expres- 
sions ( 17 ), nous avons en général ( 37 ) 


( I+ ,.JV=T 


f étant un nombre entier quelconque , positif , négatif ou zéro , 
et « le nombre donné par l’expression • •(?!)' 

-JT 
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**= ^.{(i + V'^T) i -(« — s^T) }. 

Enfin , en multipliant les ^pressions (36) et ( 37 ), l'une par l’antre, 
on obtiendra l’expression (38) 

{ 1 + (/ • 7 V^T + (— '? 

Or, si l'on a la quantité (— «/.«, qui est indifféremment posi- 
tive ou négative, suivant que f est pair ou impair, et que l'on 
veuille en prendre une puissance telle, que celte puissance soit 
égale à une quantité quelconque x donnée , on aura , eu désignant 
encore par <fx la fonction de x qui forme l’exposant de cette 
puissance, l'égalité eu question 

«}** = *, 

et prenant une racine arbitraire m des deux membres de cette 
égalité, on aura 

{(-./.«}» =y\ 

Ainsi, en substituant, dans le premier membre de cette dernière 

relation, la valeur de ( — i/.a donnée par l'expression (38), et 
en développant le .binôme, on obtiendra (3y) • 


^-'=TK'-îv^+fc)+£i('-?v^ ï+a)'+~ 


Mais, quelque grands que soient le nombre / et la quantité £x, 
on pourra toujours prendre le nombre arbitraire m assez, grand 
pour que , dans le second membre de cette dernière égalité , tous 
les termes disparaissent devant le premier. Donc , en désignant 
par ao ce nombre indéfiniment grand employé pour m , 011 aura 
«<■) 

• i-f/ a » 

25 
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et telle sera l’expression de la loi fondamentale et générale de toute 
la théorie des logarithmes , en observant que <fx est ici le loga- 
rithme du nombre x , pris dans le système dont la base est 

C— 0 r - a - 

Voici les cmc<y«STA?tr.ES immédiates qui résultent de cette loi. 
— Pour ce qui concerne la base logarithmique, lorsque d'abord 
cette base est positive , le nombre f doit être considéré comme 
pair, y compris zéro; et l'on voit que, dans le cas de y = o, la 
loi générale ( 40 ) se réduit à la loi simple (5/5) que nous avons 
trouvée en premier lieu. On voit aussi que , lorsque f n’est pas 
zéro , le logarithme de x est idéal ; et l'ou conçoit facilement que 
les cas de ces valeurs de f différentes de zéro, répondent à la 
considération des facteurs élémentaires de la base (-+-«), différens 
des facteurs élémentaires positifs et réels. Lorsque la base loga- 
rithmique est négative , le nombre f doit être considéré comme 
impair, et ne saurait être zéro; de manière que le logarithme de x 
est alors nécessairement idéal , excepté le seul cas où le nombre x est 
égal à la base logarithmique. — Pour ce qui concerne ce nombre x, 
en le considérant d’abord comme réel , si l'on substitue, dans l’ex- 
pression (58), x pour a et f pour />, on obtiendra 

((- 0 - « -*(f • 7 f 

et la loi fondamentale ( 4 o) donnera (40 

» . — V — • + tx 
Io g ((— ')'•*) = \ • 

f . —y / — i + la • 
a 

Ainsi, lorsqu’il s'agit du logarithme d'un nombre négatif, c dort 
être considéré comme un nombre entier impair, et ne peut être 
zéro; et le logarithme en question est évidemment idéal, et se 
réduit à la quantité radicale V / — *• Lorsqu’il s’agit au contraire 
du logarithme d’un nombre positif, { doit être considéré comme 
un nombre entier pair, y compris zéro; et faisant abstraction de 
la base logarithmique , le logarithme en question peut avoir une 
infinité de valeurs , correspondante à l’infinité dés nombres arbi- 
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traire» ( , valeurs dont il n’y a qu’une seule réelle , celle qui cor- 
respond à t = o. — Quant aux logarithmes des quantités idéales, 
6oit, suivant ]’cxpres6Îon (16) de la forme générale de toute quantité 
idéale, ,r = a-f-/3 1 î on obtiendra 




■+=-{^+*k;)-ks)+ko‘— ]î 

+={v^-KD-t(0+i(î)‘— •])• 


Mais , vu les développemens des logarithmes que nous avons dé- 
duits en traitant de ces fonctions , on a , 




et l’on peut prouver facilement , dans la théorie des sinus, qu’on a 

O-KSMSy— *•' 

• 

en désignant toujours par T le rapport des fonctions sinus et 
cosinus, ou ce qu'on nomme tangente, et par l'abréviation rec. 
la fonction réciproque d'une fonction quelconque. Ou aura donc 

(«+)3vcri)= =ÎI+ ±.{iz;(«*+/so+N^.rfc.[r=( (t )]jî 

et substituant cette valeur pour a* dans l'expression (4°) de la loi 
fondamentale des logarithmes, on obtiendra définitivement... (4a) 

i L(«* + n +|/^T.rvr. JjT=(; 

t—V—î + la 

Ainsi, le logarithme d’une quantité idéale, est également idéal, 
et se trouve encore réduit à la quantité radicale V — i- 

En employant cette dernière expression (4a) , on pourrait , sui- 
vant les mêmes procédés, obtenir, pour la loi fondamentale de la 




/ Si 
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théorie des logarithmes , l’expression la plus générale 


« 3 ) 


. /(*■+?*)+ 3 V — • ■ (r • rr=/l')~j î 

log. {{— .) . (j c+s V— 0}= -—7 — r /Ss -ii » 

/(«’+ i‘)+a V — 1 . {f .— +rèc 


où l'on suppose que la hase du système logarithmique est 

( — 1/ . (a-\-b V — 1), et que x, y , a et b sont des quantités réelles 
et positives. — Cette dernière expression , en y joignant celles des 
valeurs de l(x* +,?'*) et / (a‘-j- A’) , savoir, 

/ (- r *-hr*)= » { (x*+/*) — 1 } , / («■+ **) = cc{(a*+ 4 ) J — 1 } , 

* 

contient évidemment toutes les autres expressions logarithmiques, 
et forme ainsi le principe le plus général de toute la théorie des loga- 
rithmes. De plus, celte expression étant déduite de la simple théorie 
de la graduation , sans dériver nullement de la théorie des sinus, 
donne, dans sa déduction, la vraie métaphysique de la théorie 
des logarithmes. — Nous disons que cette expression ne dépend 
nullement de la théorie des sinus, quoiqu’elle contienne le nombre -tt 

et la fonction réc. j ~T = ; et cela , parce que , d’nne part , le 

nombre -ir n’est considéré ici que comme donné par l'expression 
de graduation (37 )', et que, d’une autre part, k fonction 

réc. \^r n'est considérée ici que comme formant une expres- 
sion abrégée et générale de la valeur numérique du développement 

G)-*©*»©-* • 


En général , nous devons observer que , lorsque nons nous servons 
de fonctions étrangères aux théories que nous traitons, c’est seu- 
lement pour abréger les expressions ; par exemple , lorsqu’cn 
donnant la déduction des quantités idéales , nous avons employé 
le logarithme de m dans l’expression (ti), ce n’a été que pour 
attacher une signification immédiate à la quantité fJ. que donnait 
le schéma (6). 
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• Euler (*) , en ramenant les logarithmes à des fonctions circu- 
laires ou à la théorie des sinus , pour décider la discussion entre 
Leibnitz et Bernoulli , n'a fait que trancher le nœud ; et il faut 
l’avouer , la vraie métaphysique de la théorie des logarithmes est 
restée inconnue jusqu’à ce jour. Nous nous contenterons d’allé- 
guer, pour preuve, le doute manifesté récemment par Kramp, 
sur le théorème très-simple L( — x)=Z( — t)-f-L(-i-x). — On 
voit actuellement que ce théorème rentre dans l’objet même (34) 
de la théorie des logarithmes , et qu’il se trouve ainsi lié à la nature 
de ces fonctions; mais, si l'on voulait en voir la génération algo- 
rithmique , il suffirait d’examiner l'exprqpsion ( 41 ) , et l’on trou- 
verait, S y supposant successivement x=i et ç = o, et en ne 
prenant que les logarithmes naturels , les relations séparées 

Z( — j ) f = ç.L V — 1 , et Z(+x)=/-r, et par conséquent, en 
vertu de la même expression ( 4' ) > k relatiou composée 
L — i/.x^=Z,( — î)'-f-Z(-f-jr) , dans laquelle ç peut être 
un nombre entier quelconque, pair ou impair. 

Procédons, en dernier lieu, à l’examen des sinus. — La transi- 
tion des facultés à la numération, dout le schéma, tel que noos 
l'avons présenté , est ... . ( 44 ) 

çx, X (fx, X fx s x elc..= <p { x, -4- x, -f- x, -f- etc. } , 

forme proprement la conception gfn»:ha!.e de l’objet des sinus; 
et l’expression que nous en avons déduite pour la fonction ifx , 
savoir, (45) 

px = a. x V r ^' — Fx -f- fx. VSTï , 

est la i.oj fondamentale de la théorie des sinus, loi qui donne, 
pour les deux fonctions Fx et fx, impliquées dans cette théorie, 
et formant proprement les deux fonctions conjointes de cosinus 
et de sinus, les expressions ( 46 ) 


(*) Mtmoirt, de l’Académie de Berlin, de l’année 1749. 
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Fx 

fx 


se C0S.X sa i .(a* 

. i , x 

= Sia- x = — 7= . (a 

«y— i 


y/±Ty 







l/ï 


’)• 


Mais, cette loi fondamentale ( 45 ), ainsi que les expressions (46) 
qui en dérivent , ne se trouvent encore que dans leur simplicité 
primitive, comme nous allons le voir, en nous bornant ici au 

cas dans lequel la base a est le nombre philosophique ra=^i • 

et dans lequel l'on ne considère que le radical V' — ï. 

Nous avons reconnu qu’il existe un nombre réel -ir^qui rend 
possible légalité philosophique 



et qui donne ainsi une signification à la puissance transcendante 
savoir. 



m étant un nombre entier quelconque, positif, négatif, ou zéro. 
Or, en substituant cette valeur de e* / - rT dans l’expression ( 45 ), 
on obtiendra , pour la loi fondamentale de la théorie des sinus , 
l’expression plus générale (47) 


«par sas t ' = Fx ~h fx. \/— 1 ; 
laquelle donnera (48) 

RIT mx . mX - mj 

t"~i '), + . '), 

,ay — 1 

en désignant par Sx le sinus ou la fonction fx , et par Sx le cosinus 
ou la fonction Fx, pris l’un et l’autre dans toute leur généralité. 

Les résultats qui proviennent de ces expressions nouvelles, joints 
à ceux que nous avons déjà déduits des expressions (46), en trai- 
tant la théorie des sinus , sont proprement les circonstances 
immédiates formant la troisième partie de cette théorie. — Or , un 
des résultats immédiats et principaux des expressions générales (48) 
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est la génération périodique des valeurs des fonctions Sx et 
Sx, contenue dans les limites de x=pot et ac=(,<.dbi)vr, 
H étant un nombre entier quelconque , positif, négatif, ou zéro ; 
en effet, substituant p-x pour x, ces expressions donnent les quan- 
tités constantes 



( TT LL —~nt y y 
1 — « ) = « . 


et 




Nous avions déjà déduit, des expressions ( 46 ), cette périodicité 
des valeurs des fonctions sinus et cosinus , mais d'une manière 
médiate ; et nous avons observé quelle forme un des caractères 
distiuctifs des fonctions dont il s'agit. — Un autre résultat immédiat 
des expressions (4b), qui n'est pas moins important, c'est la plu- 
ralité indétinie des valeurs des fonctions sinus et cosinus , corres- 
pondante à l’infinité des valeurs du nombre arbitraire m qui entre 
dans ces expressions : ce résultat , enlièremeut nouveau , est très- 
remarquable ; et qu’on ne s’imagine pas que le nombre arbitraire m 
se détruit entre les deux termes qui forment les expressions ( 48 ). 

rnx 

En effet , si l’on développe les quantités exponentielles 1 * et 

mx 

1 ' , on trouvera 


^={“4+(”)'-f i 3+(~)' tM-s-*-**! ■ ?=7- 
' +C?)'- 1 t 4+ (=r)';£k+'''- > 

et puisque , suivant (40, on a Zi = fir \/ — 1 , < étant un nombre 
entier arbitraire, y compris zéro, on aura (4g) 


Sx = ■ 


-W + -H: etc, 

x i.a .3 1. a. 3 . 4 . 5 

4.r= , + te., 

i.a i.a.3.4 


m étant toujours un nombre entier arbitraire , positif, négatif, ou 
zéro. — 11 est donc vrai réellement qu’en considérant les fonctions 
des sinus et des cosinus dans toute leur généralité algorithmique , 


,90 INTRODUCTION 

comme dérivant de la question philosophique (44) de la transition 
des facultés à la numération , ces fonctions ont une infinité de va- 
leurs différentes pour chaque valeur de la variable x. On voit, 
déplus, que si l'on désigne par les abréviations sin. et cos. celles 
de ces valeurs qui correspondent à ni = i , et qui forment le cas 
simple et particulier des sinus et des cosinus, qu’on a trouvé dans 
la Géométrie, on aura en général (5o) 

Sx == siu. mx , et S'x — cos. mx. 

Ce serait ici le lieu de déduire les principes métaphysiques pour 
la formation générale des fonctions S et 6” dans les cas où la valeur 
de la variable x devient multiple , savoir , pour la formation des 
fonctions .Ç(ftx) et 5*(Atx), au moyen des fonctions Sx et Sx, 
et réciproquement ; mais l’espace nécessaire nous manque dans 
cette Introduction. 

En traitant la théorie des équivalences , nous avons trouvé, 
pour le facteur général du développement par graduation de la 
fonction x“-|- ( — i)* , l’expression 


-.vr — 1 


.sut. 


»+ i 


.-7T. 


m pouvant être une quantité quelconque, et n un nombre entier, 
pair ou impair , positif, négatif, ou 2cro. Donc , si l’on avait 
x"+( — o, et par conséquent 

*=((— »)~0r» 

on anrait , pour les valeurs d'une racine quelconque m de l'unité 
positive ou négative, suivant que (n+i) serait pair ou impair, 
l'expression générale (5i) 

(( — l)* -4- ')" = cos. n ~*~ ' .TT + V— *T.sin. n + l .*; 

V v ' J a m a m 

et cette partie de la théorie de la graduation se trouverait ainsi 
ramenée à la théorie des sinus. De plus, puisque 


y— W 

(c^ ')* = — i, et par conséquent 






Goo^je 


Digitized by 


PHILOSOPHIQUE. , 9 , 

f étant un nombre entier quelconque , on aura , en prenant le 
logarithme des* deux membres de la dernière égalité, l'expres- 
sion (5a) 

= i(— t) f ; 

•l • , * v . r v l 

et cette partie de la théorie des logarithmes se .trouvera encore 
ramenée à la théorie des sinus. — Ce n'est que sous ce point de 
vue de la théorie des sinus, qu’on a connu les expressions (5i) 
ct(5a): cependant, les théorèmes qui en sont les objets, subsistent 
et doivent subsister d'une manière indépendante de cette théorie, 
ainsi que nous lavous' vu plus haut. 

Pour compléter cette métaphysique de la théorie des sinus, il 
nous reste à faire une observation majeure. — Le principe dont 
nous sommes partis; pour déduire la théorie des siuus , est 


Mais ce n'est là que le ca» le plus simple du principe général de 
cette théorie. En effet, nous avons vu que la fonction exponen- 
tielle générale a"“ sati^it à la question (44), <p*» est l'objet de la 
théorie des sinus; et alors, pour sortir de la classe des puissances 
immanentes et Susceptibles d'une signification immédiate , et pour 
former ainsi un ordre transcendant de fonctions algorithmiques , 
nous pouvons prendre, pour la fonctiou exponentielle en question, 

la fonction transcendante générale et nous aurons, pour 

le principe général de la théorie des sinus, l’expression . . . (53) 

^ * * **-A_ 

px = {cV-')‘, . 


en nous bornant ici au cas dans lequel la basc'a est le nombre 
philosophique <■ — (^ i -f- , et dans lequel l’on ne cousidèrc que 

le radical — i . 

Or, développait! cette fonction exponentielle , on aura. . . . (54) 


aG 





• H - /»-!*- V 1 » 

en désignant par/,*, . . ./._,x, les sommes des coeffi- 

.an an an an j_ / . \ 

cicns des racines — , — , y, . . de V 1 J » 

somme des termes indépendans de ces racines. De 

les racines 


V — i , V — i 


A 

v^T , * 


ont chacune a n valeurs diflërentcs, la relation géne'ralu (54) don- 
nera a n équations différentes qui séviront à détemiine.r les an 

fonctions Fx , fx, /.X , fe /»—■*, en foncÜons de la 

quantité exponentielle qui forme le premier membre de celle 
relation , et des an racines différentes dont il s'agit. — ()r , ce Seront 
les fonctions Fx, J\x, f,x, etc. qui Sonneront , dans toute sa 
généralité, la solution de la question philosophique (44) qui fait 
l'objet de 1a théorie des sinus; c'csl-à-direeque si, pour abréger 
les expressions , on fait g 

* * 2 , 

2(/x. y— 7 )=f,x.(—if+fa.(— 0“+/> x ( >)"• 

...... f„-,x . (— 0 “ , 

en dénotant ainsi par 2 la somme des termes corrospondans a • 
toutes les valeurs entières et positives de ft, depuis /s=i jfcsqua’* 
, on aura en général (55) 

a » 

{Fx, +'2 (f^x, . C^T)} X {Fx, + 2 (J^,. V— 0} X 


{Fx, -f- 2 (fx,. V— «)} X clc - = 

•* * /a 

F(a, 4 -x, +x,-f-etc.) + 2 (j^x, + x.+ x,+ etc.) . V^)» 


0i< 
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jr, , T,, JP,, etc. étant des quantités quelconques, qui peuvenf être 
Identiques. Dans le cas de cette identité , la relation générale pré- 


cédente se réduit à celle-ci ^5fi) 

, sa a* 


{Fx- v/— •«))" = F(mx)+ X V /=r i); 

et l’on conçoit facilement , vu l’origine (5/ ( ) de cette dernière re- 
lation , qu’elle doit avoir lien pour une valeur quelconque de m, 
entière ou fractionnais? çosilive , négative, ou zéro. 

Or, les fonctions Fx, J\x , f,x ,J\x , etc., qui seront exprimées 
* *■ ____ • 

au moyen de la quantité exponentielle a x ^ ', et dés a/i racines de 

( — i), seront évidemment des fonctions transcendantes, et for- 
meront difTérens ordres corrcspondans à la valeur , plus ou moins 
élevée, du nombre n qui entre dans l'exposant de la racine idéale 

M 

V — < » et nommément, ces fonctions seront des fonctions trans- 
cendanlfljhlu premier ordre ; du second onlrc , etc. , suivant qu’e 
n —j , n = a , etc. — Le cas le plus simple , ou le preriSBwrdre 
de ces fonctions , est donc celui où n = i ; et c’est le cas des 
fonctions de sinus et de cosinus que nous avons examine , et 
qui , dans la Géométrie , trouve son applicotiQn au cercle. Les 
ordres plus élévés de ces fonctions transcendantes, qui peuvent' 
se présenter comme intégrales ou comme fonctions inverses des 
différentielles et des gra’dules, ou autrement, n’étaient .pas encore 
connus (*). — On pourrait, en considérant c^système de'fonc- 

(*) C’est peut-etre à ce» ordre» supérieur» des fonctions de sinus , qu’appar- 
tiennent le» transcendantes elliptiques de Legendre. S’il en était ainsi , et que 
ce» transcendante» elliptique» fussent véritables fonction» primitive» , et non 
de simples fiction» déiivées, leur dêrïTuverte ferait une époque dan» la science, 
et viendrait se ranger immédiatement après le» quatre découvertes fondamentales , 
faites depuis la découverte du calcul différentiel, savoir, l'expression al|orith- 
mique de» sinus du premier ordre par Euler , la méthode des variations par 
Lagrange , les équation» de congruence par Gauss , et les facultés algorithmiques 
|>er Vandermondc et Kramp. Mais, dans ce cas, on désirerait que le savant auteur 
des transcendantes elliptiques, ramenât ces fonctions à celles de l’expression (S4) i 
et qu’il montrât qu’elles satisfont^ immédiatement ou inediatement , à la relation 
fondamentale (55). * ’ « . 
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lions transcendantes dans tonte son étendue , nommer en général 
cosinus la fonction J*lr, et jintu-Ics fonctions f,x , f t jc, r , etc. ; et 
spécialement , premier sinus la fonctionna:, second sinus la fonction 
yj.r , troisième sinus la fonction f^r , et ainsi de suite. 

Il faut observer ici que les fonctions de logarithmes ne présentent 
point, comme les fonctions de sinus, des ordres différens de leur 
état transcendant, et cela, parce que l'exposant m qui entre dans 
leur formation , et nommément dans l'expression ( îq) , ne peut 
recevoir qu’une seule détermination, celle d'une quantité, infinie; 


** • • * . - 

tandis que la racine idéale — > qui efttre dans la formation des 

fonctions de sinus, peut recevoir, par les différentes valeurs de /«, 

des déterminations différentes, lesquelles précisément donnent lieu 

aux différens ordres de ces fonctions. \ . 

11 faut encore observer qu'eu vertu de l’expression (5t) , on a 

•“ « SlfrX . Z .* . «UL «*..*!.• 


’ 4" ’ 


*3 fj», ' 

; _ 
f étant! un nombre impair quelconque, positif ou négatif; de ma- 
nière qfl*en donnantà f les valeurs successives i , 3, 5,. . .(an — i), 
prises positivement et négativement, les an ratines de (— i), éle- 
vées à la puissance u , se trouveront exprimées au moyen des 
fonctions transcendantes de sinus du premier ordre , et par consé- 
quent , que. les fonctions transcendantes de sinus des ordres supé- 
rieurs,’ pourront èj/re exprimées au moyen de celles du premier 
ordre. — Substituant donc cette valeur ( 57 ) des racines vie ( — 1 ), 
dans la relation générale (54), on aura ainsi (58) 


x(ca». — + ÿ— 1 • ■ 

f 4,1 4 " = Fa'-f- 2 (fj* ' [«*•' 


Pf r 

4« 



Z dénotant toujours la somme des termes correspondans à toutes 
les valeurs entières et positives de n, depuis u~i jusqu'à n=an — \ ; 
et telle sera la formule générale au moyen de laquelle, eu donnant 
à" f les valeurs des nombres impairs, on pourra former les 2 » équa- 
tions necessaires pour déterminer les an fonctions Fx , fx } J' r r. 
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fyX, etc. dont il est question. — INous uous contenterons de pré- 
senter les développcinens de ces fonctions ; 'les voici : . . . . ( 5 g) 
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et en général, • 
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en nous. rappelant que /jl ne doit pas surpasser le nombre 2 n — 1 . 

Pour terminer cet examen philosophique des fonctions trauscen- 
dautes élémentaires , nous observerons que l'expresssion .... (60) 


Lz 


3 V i.réc.{T= . -U} + 


mit y ■ 


que nous avons, trouvée pour la liaison des deux théories des fonc- 
tions transcendantes de logarithmes et de sinus , contient l'expres- 
sion générale d'un .logarithme, ramenée h la théorie des siuus. En 
effet, si lou fait % « 

* * — r 1 y • 

x -t- 1 ' y/ZTT x ’ 

on en déduira . » 

_ x+yV'—i (x+yl/^y . - 

x — yŸ — 1 •** +>* • ’ 

et substituant ces valeurs. dau^ l'expression (6a) dont il est ques- 
tion, on obtiendra (61) 


£(*•+■ J V'-^>)=ïi(* , 4-j’)+{" ,; j+rfc.£r=*j0} • 

expression qui peut facilement être ramenée à l'expression géné- 
rale (<J 5 ) que nous avous déduite de la simple thédric de la gra- 
duation. — C’est précisément sur la rclatiou (60) des logarithmes 
avec les sinus , que se fonde l'explication des logarithmes donnée 
par Euler, qui a été mentionnée plus haut. 
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Voilà ce qaë nous avions à observer concernant la partie élé- 
mentaire de la Théori# de I’AIgorithoiie , en la considérant sous le 
point de vue transcendantal. Il nous reste à jeter un coup-d'neil sur 
cette première partie de la Théorie de l’Algorithmie , en la consi- 
dérant sous le point de vue logique; car, il faut observer qu’on" . 
peut, comme pour la partie systématique de la Théorie de l’Algo- 
rithniie, s^ placer dans deux points de vue différejjs pour consi- 
dérer la partie élémentaire de cette Théorie. — Nous n’avons pas 
voulu , en traitant cette première partie , indiquer distinctement • 
les deux points de vue dont il s'agit, pour ne pas nous occuper, 
dès le commencement, de recherches trop métaphysiques ; mais, 
d’après ce que nous avons dit de ces deux points de vue , concer- 
nant la seconde partie , la partie systématique de la Théorie de 
l’Algorithmie, on conçoit facilement qu’il doit en être de même 
par rapport à la première partie , par rapport à la partie élémen- 
taire de cette Théorie. Nous pouvons nous dispenser ici de répéter 
les argumens que nous avons allégués pour fonder ces deux points 
de vue ; ainsi , procédons immédiatement à leur exposition. 

Le point de vue transcendantal de la Théorie de TAlgorithmie , 
sert à découvrir la génération même des quantités algorithmiqués ; 
et le point de vue logique do cette théorie , ne sert à découvrir 
que la relation réciproque de ces quantités : la première , la géné- 
ration des quantités , est l'objet deda Théorie de u constitution 
ai.cori'piimique; la seconde, la relation des quantités, est l’objet 
de la Théorie de lx. comparaison ai.coritiimique. — Or, nous 
avons déjà vu que la relation réciproque des quantités algorith- 
miques, étant considqyée en elle-même cl dans toute sa généralité, 
consiste (Uns I'écautÉ ou I’inécauté des quantités ; et que c'est 
par la circonstance de la réunion systématique des algorithmes pri- 
mitifs et opposés , que l'unité logique de cette relation reçoit tane 
détermination particulière qui rend équation ou inéquation la 
relation générale d’égalité ou d’inégalité. Nous avons vu de plus 
que la relation doW il s'agit ^.considérée dans l’état de détermi- 
nation qui la rend équation ou inéquation, fait l’objet de la com- 
paraison algorithmique dans la partie systématique de la Théorie 
de l’Algorithmie; et nous conclurons facilement que la même rela- 
tion, considérée en elle-même, dans la simplicité élémentaire où ' 


W 
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elle forme l'égalité cl l'inégalité, doit être l'objet de la comparaison 
algorithmique dans la parti* élém es taire de la Théorie de l'Algo- 
ritliinic. — C'est Jonc cette dernière relation, l égalité et l'inégalité 
dans leur simplicité primitive ou élémentaire , qui lait l'objet dont 
il est question. 

Mais, nous avons déjà remarqué que la relation réciproque des 
quantités algorithmiques , considérée comme simplu égalité ou 
inégalité, ne saurait avoir des lois différentes des axiomes mêmes 
de l’ Algorithme ; d'où il s'ensuit que l égalité des quantités algo- 
rithmiques, en latKousidéraul dans la ^mplicité élémentaire dont 
il s'agit, ne peut avoir que les lois de l'ideulité, et par conséquent, 
que l'inégalité de ces quautités , qui implique 11 ne. diversité, peut 
seule fumier l’objet d'une considération particulière. — Or, c’est 
la détermination de celte diversité impliquée dans l'inégalité en 
question , qui constitue ce qu'on nomme rapport tirs quantités. 
Ainsi, toute la théqric de la comparaison algorithmique, dans la 
■ partie élémentaire de la l’Iiéorie de l’Algorithuiie , se réduit à la 
Théorie des rapports. u q; 

Trois partierse présentent encore ici : la classification, la com- 
paraison ci la résolution des rapports ; et cela, par les raisons que 
nous avons exposées plus liant. — Or, pour ce qui concerne, en 
pftniicr lieu, la ci.àssificatiox des rapports, il est visible, d’après 
la génération des quantités algorithmiques , que le principe de la 
spécification des rapports consiste dans la différence des algorithmes 
élémentaires primitifs. Ainsi, les différentes classes possibles de 
rapports des quantités , sont : i*. la relation des quantités A ou B 
avec C y dans l’algorithme primitif de la sommation A- \-B=C; 
3 *. la relation des quantités A ou B avec C , dans l’algorithme pri- 
mitif de la reproduction A x B — C ; et enfin 3*. la relation des 
quantités A ou B avec C, dans l'algorithme primitif de la gra- 
duation A" = C. Les expressions de ces trois classes de relation, 
considércés en général, sont ^ pour le rapport de sommation, 
C — A=.B , et C — Bjiss.A\ pour le rapport de reproduction, 

^ = B , et C jj = A ; et pour le rapport de graduation, ^~^=B , 

» ‘ 

n ... , t 

et C =A. Mais l’on voit, par ces expressions generales, <jue 
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la première des deux relations qui forment la troisième clasie de 
rapports, est identique avec les deux relations formant la seconde 
classe ; de manière qu’il n'cxisle proprement que trois relations 
essentiellement différentes, savoir, les relations identiques de cha- 
cune des deux premières classes de rapports, et la seconde des 
deux relations de la troisième classe. Qu aura ainsi , pour les 
trois classes _ de rapports algorithmiques , entre deux nombres M 

et N , liés par un nombre P, les schémas (Ga) 

i*. Rapport de sommation, (nommé rapport arithmétique ) , 

♦ AT[:]iV> ou M—N = Pi 

a*. Rapport de reproduction, (nommé rapport géométrique ) , 

M:N, oit %t=P; 

3*. Rapport de graduation , ( nommé rapport de saltation (*)) , 

•' : . • 

. M(:)N, . où • 

en dénotant ces trois classes de rapports par les*«igncs [:], :, 
(:)f si toutefois la considération des rapports est assez importante 
dans l’Algo rithinie, pour qu'on leur attribue des signes parti- 
culiers (**). ^ 

Pour ce qui concerne , en second lieu , la comparaison des 
rapports, on conçoit facilement que le principe premier de leur 
corrélation est dans leur égalité. Ainsi , lorsqu’on a plusieurs rap- 
ports d*une même classe, ceux qui sont égaux, donnent lieu à 
une comparaison ; et c’est cette corrélation de rapports , provenant 


(*) Cette dénomination a été employée par quelque* arithméticien»«alleniand* , 
du moins dan# des cas formant la transition du rapport de reproduction au rapport 
de graduation. 

(**) L'importance des rapport* algorithmiques provient de leur t usage dans 
l'Arithmétique. En effet , toutes les questIBf pu renient arithmétique#, dotrént être 
ramenée* à la considt- ration simple de* relations d'égalité ou d inégalité , c'est- 
à-dire , des rapporte ; tandis que toutes les question* algébrique» doivent être 
ramenées à la considération plus compliquée de» relation* d'équation ou d'iné- 
quation. — Cette remarque mériterait quelq 
des ouvrages algorithmiques élémentaires. 


ue attention de la part de* auteurs 

de 
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de leur égalité , qui constitue ce qu’on nomme propoktioit. — Voici 

les schémas des trois classes de proportions : (63) 

i*. Proportion en sommation , 

M , [:] iV, = f»/.[:] 2V. = A/ 3 [:]iV, = etc. ; 
a”. Proportion en reproduction , 

M, : N, = M k : N, = M, : N, = etc. ; 

3*. Proportion en graduation, 

M, (:) JV, = Af t ( :)N t = Af,(:)N, = etc. 

Uu cas particulier et remarquable des proportions , est celui où 
M , ss iV, , Mi = iV, , Af,=iV, , etc. Ce cas forme ce qu’on nomme 
progression : on pourrait le désigner simplement ainsi:... ( 64 ) 

i*. Progression par sommation, [:] M, , M,, M ,, il/,, etc.; 

a”. Progression par reproduction, : M lt M,, il/,, M t , etc.; 

3*. Progression par graduation, (:) M , , M,, M,, il/,, etc. 

La troisième de ces progressions présente un ordre de fonctions 

très-remarquable. Soit m une quantité donnée , on aura une pro*- 
gression par graduation (65) 

_iu m m 

( «\ ni _ 771 771 . _ 

.) m , m , m, m , etc.; 

et les quantités formant les termes successifs de cette progression, 
auront la particularité algorithmique de D'être point liées par la 
loi de continuité. — ■ Cette particularité, qui mérite attention par 
l'importance dont elle est pour la métaphysique de l'interpolation , 
provient de ce que les quantités dont il s'agit, ne sont produites 
que par une considération logique , la relation réciproque des quan- 
tités; et non par une considération transcendantale , la génération 
même des quantités. Pour distinguer ces fonctions singulières , 
nous les désignerons par la lettre hébraïque b, et nous les nom- 
merons lamed , du nom de cette lettre , en désignant de plus , par 
des exposans , le nombre des graduations quelles impliquent ; de 
manière que la quantité formant, dans la progression (65), le terme 

a 7 
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INTRODUCTION 
dont l'indice général est x , sera dénotée ainsi : 

b M' ; 

Or, c’est en considérant cette quantité' comme nne fonction de x, 
qu’elle implique une discontinuité absolue ; c’est-i-dire, qu’elle u’a 
aucune signification ou aucune valeur déterminée pour les cas de 
x fractionnaire. — Nous examinerons ces quantités dans la Phi- 
losophie générale des Mathématiques. Quanta cette Introduction, 
nous nous contenterons d'observer que si l’on a la fonction 
lamed 

b[my=sMf 

on aura la fonction inverse 

b[M] s = m, 

en désignant par l’exposant inférieur l’opération inverse de celle 
que déuote l'exposant supérieur; d'où il s'ensuit que les fonctions 
lameds, considérées dans toute leur généralité, sont..... (66) 

b [!> h*], = kw; , Wm,]* = b: 

en indiquant par les chiffres i et a placés vis-à-vis des exposans , 
l'ordre de succession des opérations , directes et inverses , dési- 
gnées par ces exposans; et ces fonctions générales n'ont évidem- 
ment de signification que lorsque les exposans x et y sont des 
nombres entiers. — Voici les valeurs de ces fonctions pour les cas 
des exposans zéro et négatifs : . . . . (67) 

b] [/n]! — ■ , ^M 7 '= O, b M: * S= quant, idéale , etc. ; 

et par conséquent ( 66 ) 

= ^ [quant, idéale]!, =m, etc. 

Pour ce qui concerne , en troisième et dernier lieu , la né sor.cTioiv „ 
des rapports , il est visible que cette résolution est identique avec 
les opérations mêmes des algorithmes primitifs desquels dérivent 
les rapports, et cela , parce que ces derniers, considérés comme 
simples relations d'inégalité , n’ont point de lois particulières , 
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comme nous Tarons déjà dit, et comme cela est évident par la 
nature même des rapports. 

Ici finissent les observations philosophiques que nous avions à 
ajouter , concernant la partie élémentaire de la Théorie de l’Algo- 
rithmie. — Quant à la partie systématique de cette Théorie, l’espace 
qui nous reste dans les limites de celte Introduction , ne nous 
permet plus de nous en occuper; d'ailleurs, il serait superflu de 
traiter ici, suivant la méthode régressive ou analytique, les détails 
concernant cette partie de la Théorie de TAlgorithmie. Ce que 
nous en avons dit, suffit pleinement pour nous former une idée 
exacte de l'ensemble et des détails de cette seconde branche géné- 
rale de la Théorie en question : nous avons eu soir^ sur-tout 
de distinguer les trois parties principales de chacune des diverses 
théories formant la partie systématique dont il s'agit. 

C'est ici le lieu , en terminant la Théorie de TAlgorithmie (*) 
de faire une application des principes métaphysiques que nous avons 
déduits pour cette Théorie. — Nous nous contenterons d’un seul 
exemple : nous le choisirons décisif. 

Kramp, un des premiers géomètres de nos jours (**), donnant 
la théorie des factorielles qu’il nommait alors facultés numériques , 
se trouva conduit , en suivant les principes les plus avérés , à des 
contradictions inconciliables, à des résultats algorithmiques tout- 
à-fait absurdes; et en conclut, avec conséquence, que ces prin- 
cipes étaient mal fondés, et qu'il fallait peut-être en venir à une 
réforme complète de la partie la plus importante des principes 
mathématiques. .Nous renvoyons , pour les détails , à l'ouvrage 
même de ce savant géomètre {Anal, des Rcfract. aslron. , etc., 
Chap. III.) : voici le fait principal. — La factorielle générale a" 1 ' 
peut être décomposée et développée ainsi qu'il suit : 




(*) Ce serait encore ici le lieu de donner, comme résumé de l'examen ana- 
lytique qui a été l'objet de» observations que nous venons de faire, le tableau 
des différentes espèces de quantités algorithmique», provenant des différend algo- 
rithmes possibles pour l’homme. Mais U faudrait employer une nouvelle nomen- 
clature; circonstance qui nous force de supprimer ici- ce tableau. • 

(**) Rapport du Jury de l' Institut de France , sur Us prix décennaux. 
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A , B,C, etc, étant des fonctions de l'exposant n ; et cette ex- 
pression, conforme aux principes reconnus généralement, parait 
être xraie rigoureusement et dans tous les cas. De plus , la série 

î -f- A -f- etc. , qui forme le développement de la factorielle 
«I- 

j , peut toujours être rendue convergente, et même aussi con- 
vergente qu’on peut le desirer. — Or, si les signes de la base a et de 
l’accroissement r viennent à changer , on aura cette autre expression 


(_*)■. i”l"= (_)•.{, -M . Q+C.Q + etc. } , 


#* 

qui sera évidemment aussi vraie cl aussi générale que la première. 
Donc, puisque les séries qui entrent dans ces deux expressions , 
sont identiques, on a nécessairement 


H-a)*'*-' (+")■. 

(- o)*'-’ - (— O)*’ 

c’est-à-dire que le rapport des deux factorielles n ,,, et ( — o)*' - ', 
doit être le meme que celui des puissances o" et ( — a)’. — De là , 
Kramp tire les résultats suivaus : 


«io. m — 
a 


«n. n — 
a 


tang.wi — 


(4- m)C -»>!«-■_ _ (+,)*-» 

( — ( — m)-~“ 


_ C + wT 14- 1 _ (4-mf __ (4 0* . 

( — nt )* 1 ' c-m)* (-l) 1 ’ 


qui sont de véritables monstruosités mathématiques. — Pour expli- 
quer ces contradictions , Kramp a recours à tous les moyens que 
peut fournir l’Algorithmic ; mais c'est en vain : ses propositions se 
soutiennent , malgré les considérations les plus profondes que peut 
lui suggérer la science dans l’état où elle se trouve. Réduit ainsi 
à la plus absolue incertitude, ce savant géomètre révoque en doute 
les principes les plus universellement adoptés; et donne, par là, 
une mesure de l’état précaire et peu fondé de celte science par 



PHILOSOPHIQUE. m 3 

excellence , que l’on cousidérait comme infaillible dans ses pria" 
cipes et dans ses résultats. 

C'est à la Philosophie (*) h donner l’explication de ces contra- 
dictions vraiment remarquables : la voici. — Tout repose sur la 
considération fondamentale de la possibilité des lois algorithmiques, 
et par conséquent sur la considération des facteurs élémentaires 
de la génération des quantités par l’algorithme de la graduation ; 
facteurs dont nous avons donné le schéma le plus géuéral , sous 
la marque ( 3 i). Or , suivaut le schéma particulier ( 3 a) qui en 
dérive , nous avons (69) 

fac. êlém. (a" 1 ') = 1 + ^ . [l (a + ttr) — A — , 

fac. élém. ( i" 1 •) = 1 — — \ —L—— £a}; 

et suivant le schéma (6), qui est le cas le plus particulier du 
schéma général ( 5 i), nous avons, d'abord, 

fac. êlém. (a*) = 1 -f- ~.La-, 

et ensuite, en y joignant la considération de l’expression (37), 
fac. «*««.({(— .)*•«}■) =*(. -f 

Donc , en multipliant cette dernière expression par la seconde de* 
deux expressions (69), on aura. ...... (70) 

fac.élém.(a‘.t''^)=(i +f-\ V^.£)-(«+£- {i(a+M-A^ 

f étant un nombre entier, pair ou impair, suivant que a est po- 
sitif ou négatif. 

Or, en comparant l’expression (70) avec la première des deux 
expressions (69), on voit que lorsque a est positif, ces deux 


(*) Il faut remarquer que les autres géomètres u'ont pas cherché à expliquer 
cette question ; et que meme, depuis Kramp, personne que je sache n'en a 
fait mention jusqu'à ce jonr. 
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expressions peuvent être identiques , parce que f qui est alors pair , 
peut être considéré comme zéro ; de manière que , dans ce cas de 
a positif, on peut avoir réellement la décomposition 


quel que soit l'exposant n, entier ou fractionnaire , positif ou né- 
gatif. Mais, on voit aussi que ces deux expressions, (70) et la 
première de (69), ne peuvent être identiques lorsque a est né- 
gatif, parce que p qui est alors impair, ne saurait être zéro. 11, 
est vrai que le terme où entre p , dépend de la quantité infini- 
ment petite ^ ; mais , ce terme ne peut nullement être négligé 
dans cet état de relation , parce qu'il implique une quantité idéale, 
et donne précisément, au facteur entier ^1 -f -p.^- V — 1 • , la 

signification d’une quantité idéale. — Ainsi, la factorielle ( — 
ne peut généralement, pour toutes les valeurs de l’exposant 11 , 
être décomposée de la manière supposée par Kramp , que voici ; 


(-«)’ 





et par conséquent, etc., etc. . 

Pour peu qu’on examine cette influence du facteur élémentaire 
et idéal -f- p.~ S/=Ï . laquelle a dû nécessairement échap- 
per à Kramp, dans l’état où se trouvait la métaphysique des 
Mathématiques , on verra qn’en dernier principe , elle consiste 
dans la différence qui se trouve entre les deux quantités 

(— »)• = !* « 

o étant considéré comme un zéro absolu , et — comme un zéro 

00 

relatif , on comme une quantité infiniment petite. Pour nous en 
convaincre, observons que, suivant l’expression ( 5 i), on a 


f( — i/V = cos. i.sin. — ; 

V' ' J a 00 1 T aoo * 
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et par conséquent 

de manière que l'expression (70) peut être mise so*s la forme plus 
générale (71) 

foc. élém. (a*. 1" 1 “) = (cos. ^ -f- V — » • sin -^) X 

X D+ï ' {£(«+#»■)- Aj^}] f 

p étant un nombre pair ou impair, suivant que a est positif ou né- 
gatif. — Or , on voit , daus cette expression , que lorsque p est 

impair, le facteur (cos. -f- \/ — 1 . , qui est eu général 

( — i)«, est nécessairement idéal lorsque p n'est pas multiple du 
nombre infini 00 , et qu’il est ( — 1 ) lorsque p est un multiple 
du nombre «0 ; valeurs qui , d’ailleurs , résultent immédiatement 
de la déduction métaphysique que nous avons donnée plus haut 
pour la nature des racines de ( — 1). Donc, etc., etc. 

Nous devons profiter de cette occasion pour engager à remar- 
quer la différence des quantités ( — 1 )* et ( — 1 )", dont la 
première est toujours réelle, et dont la seconde peut être idéale 
lorsque le nombre 00 peut être supposé pair. Toutes les fois que 

la quantité infiniment petite ^ doit être considérée comme une 
quantité , et ne saurait être considérée comme zéro, ainsi que cela 
arrive dans la question précédente, la quantité (—1)" qui est 
exprimée par 1 V” * , ou plus généralement par 

cos. — -f- V ' — 1 . sin. — , peut être idéale,' ou ( — i)j et ne sau- 
rait être (-f- 1). 

Kramp tombe encore , toujours en suivant les principes les plus 
généralement adoptés, dans une autre contradiction, qui lui fait 
supposer que le théorème L ( — «) = £(— i)-f-Z(-f-n) dont nous 
ayons déjà parlé plus haut, n’est point fondé, et pourrait n’étr* 
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pas vrai rigoureusement. — Nous laissons aux géomètres le plaisir 
d'expliquer cette nouvelle contradiction , en appliquant les prin- 
cipes métaphysiques que nous présentons dans cet Ouvrage : nous 
pourrons y revenir dans la Philosophie générale des Mathématiques. 

Procédons éhfiu à la Tf.ciinif. de l'Ai.coiutmmik , cette seconde 
branche générale de la science des nombres , qui fera l'objet 
spécial de la seconde partie de cet Ouvrage. 

Suivant la déduction architectonique générale , que nous avons 
donnée de la Théorie et de la Tcchnie des Mathématiques, la 
Teclmie de l’Algorithmic a pour objet la mesure ou Y évaluation 
des quantités algorithmiques , tandis que la Théorie de l’Algo- 
rilhmic a pour objet la nature même ou la construction de ces 
quantités. — La Théorie est une spéculation où domine l 'enten- 
dement pris en général : son objet, considéré métaphysiquement, 
consiste en ce (pu est (J.a 11 s l’essence ou la construction des quan- 
tités algorithmiques. La Technic est une espèce à' action où domine 
la volonté : son objet, considéré de même métaphysiquement, con- 
siste dans ce t/u'tl faut fane pour arriver à l'évaluation des quan- 
tités algorithmiques. 

Mais, quoique celte déduction de la Technie de l'Algorithmic 
soit claire et fondée avec certitude, cherchons à la développer da- 
vantage pour mieux en approfondir la nature. — Tout se réduit 
h reconnaître, d'une part, que celte branche de l'Algorilhmie im- 
plique la conception d'une /in ou d'un but , et par conséquent, la 
faculté de la volonté ; et de l'autre, quelle repose sur des principes 
nécessaires. 

Voyons , en premier lieu , que la Technie de l'Algorilhmie im- 
plique la conception d’une fia, et par conséquent l'influence de la 
volonté, qui est la faculté des fins en général. 

Les diflerens algorithmes, élémentaires et systématiques, qui 
forment la Théorie de l'Algoritbmie , sont autant de procédés in- 
tellectuels , possibles pour l’homme , qui constituent immédiate- 
ment la génération primitive ou la construction des quantités al- 
gorithmiques : les algorithmes élémentaires, la sommation, la 
reproduction, la graduation, la numération, les facultés, les 
logarithmes et les sinus, qui forment la première partie de cette 
Théorie , sont les procédés intellectuels élémentaires de la gêné* 

ration 
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ration primitive ou de la construction des quantités ; les algorithmes 
systématiques, les différences, les grades, les nombres et les équi- 
valences, qui forment la seconde partie de cette Théorie, sont les 
procédés intellectuels systématiques de la génération primitive ou 
de la construction des quantités. Ainsi , jusqucs-là , l'Algorithmie 
se trouve indépendante de toute conception de fin ou de but , et 
par conséquent de la faculté de la volonté, qui, comme nous 
l'avons déjà dit, est la faculté des fins en général : elle est encore 
simple spéculation , et ne se fonde , par 'conséquent , que sur la 
faculté de l’entendement, prise' dans toute son étendue. Les quan- 
tités qui en proviennent , se trouvent ainsi données immédiatement 
par les différons algorithmes, élémentaires et systématiques, qui 
composent la Théorie de l’Algorithmie ; et ces procédés algorith- 
miques sont autant de phénomènes intellectuels. — Mais, quoique 
les différentes quantités qui sont produites par la Théorie de l’Al- 
goyithmie, soient données immédiatement par les algorithmes par- 
ticuliers, simples ou composés, desquels dépend la nature de ces 
quantités, rien n’empêche qu’on ne puisse concevoir la génération 
des mêmes quantités, au moyen d’autres algorithmes , différens de 
ceux qui leur donnent leur détermination primitive ; et nommé- 
ment, pour remonter jusqu’à la première simplicité, au moyen de 
l’un des deux algorithmes primitifs, de la sommation ou de la 
graduation. Or , cette génération secondaire de* quantités algorith- 
miques , étrangère à la génération primitive qui est donnée par 
les algorithmes formant la Théorie de l’Algorithmie, ne saurait 
être un produit de l 'entendement , lequel est précisément la Acuité 
de la géuératiou primitive que nous venons de nommer; en effet, 
.la circonstance de cette génération primitive exclut nécessairement, 
dans la même faculté, la possibilité de tonte génération secondaire 
différente, parce qu’il y aurait, entre les fonctions de cette faculté 
intellectuelle, une espèce de contradiction, ou du moins une in- 
détermination qui est impossible. Ainsi, la génération secondaire 
de toute quantité, au moyeu des algorithmes primitifs et opposés, 
de la sommation ou de la graduation, laquelle, considérée d’ailleurs 
comme simple conception, n’a rien de contradictoire, ne peut être 
qu’un produit de la volonté , une fin ou un but , du moins problé- 
matique; et c’est l'obtention de cette fin algorithmique, la géné- 
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ration effective de tonte quantité, au moyen de l’un des deux algo- 
rithmes primitifs, qui est le véritable objet de la Tecunie de 
1,’Alcoritbwie. — Il est donc vrai que celte branche de l'Algo- 
rithmie implique la conception d’une fin ou d’un but, et par con- 
séquent, l’influence de la volonté, qui est la faculté des fins en 
général. 

Il faut ici observer que c’est cette génération secondaire , la 
génération au moyen de l’un des deux algorithmes primitifs de 
toute quantité donnée par la Théorie de l'Algorithmie , qui forme 
ce qu'on nomme mesure on évaluation des quantités ; tandis 
que la génération primitive , celle au moyen des différons algo- 
rithmes théoriques qui constituent cette génération primitive, forme 
la nature même ou la construction des quantités ; et par con- 
séquent, comme nous l’avons avancé , que la nature ou la construc- 
tion des quantités est l’objet de la Théorie de l'Algorithmie, et que 
la mesure ou l'évaluation des quantités est l’objet de la Technie^de 
l'Algorithmie. * • 

Voyons, en second lieu, que la Technie en question repose sur 
des principes nécessaires , et qu’elle forme ainsi une branche es- 
sentielle de l'Algorithmie. 

Dans la partie élémentaire de la Théorie de l'Algorithmie, nous 
apprenons à connaître les lois de la génération élémentaire des 
quantités; ainsi, nous trouvons, par exemple, que la génération 
des fonctions élémentaires , nommées logarithmes , a , pour loi , 

l’expression Lx = oo (x* — i). Mais, les faits mêmes de cette 
génération, la détermination numérique, ne sont points donnés 
immédiatement par ces lois : ils ne sout que déterminés par les lois ■ 
dont il s'agit. Il est vrai qu'en appliquant le binôme de Newton- 

à la puissance jr 5 =(i-4-(.r— • >))*, nous avons obtenu un dévelop- 
pement de l’expression que nous venons d’alléguer pour exemple , 
lequel donnait immédiatement les faits de la génération de la fonc- 
tion Lx; mais, cette application du binôme de Newton, prouve 
précisément que l’expression dont il s'agit , ne donne point immé- 
diatement les faits mêmes de la génération de la quantité Lx , et 
qu’il faut recourir à une détermination secondaire pour obtenir 
ces laits de génération algorithmique , ou la détermination numé- 
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i-iquc de la quantité en question. 11 est vrai encore que le binôme 
de Newton est lui-même une loi théorique ; mais la forme de cette 
loi , qui consiste dans une génération opérée au moyen de l'algo- 
rithme primitif de la sommation , la rend susceptible d'être appliquée 
comme procédé technique : et en effet, le développement dont il 
s’agit dans l’exemple précédent, a proprement pour objet la dé- 
termination secondaire de la quantité transcendante et théorique r*, 
au moyen de l'algorithme primitif de la sommation ; et c est seu- 
lement parce que la loi théorique en question , le binôme de Newton, 
présente la forme de cette génération secondaire, une forme technique, 
qu’elle a pu servir à l’application que nous en avons faite pour obtenir 
le développement dont il s'agit : aussi, vu cette forme technique, le 
binôme de Newton se trouve-t-il, comme nous le verrons dans la se- 
conde partie de cet Ouvrage , au nombre des lois que donne la Techiiie 
de l'Algorithmïe ; et l’application dont nous venons de parler, est 
proprement fondée sur la considération de ce que cette loi théo- 
rique, le binôme de Newton, est, en même temps, une loi tech- 
nique. — Or, dans cet état de la partie élémentaire de la Théorie 
de l’ Algorithme, où elle n'offre que les lois de la génération des 
quantités , et où les faits mêmes de cette génération , la détermi- 
nation numérique des quantités , ne sont point donnés immédia- 
tement, et ne peuvent qu'accidcntellemeut être donnés par la 
Théorie de l’ Algorithme , il se présente le problème nécessaire 
d’une génération algorithmique secondaire, différente de la géné- 
ration primitive qui est donuée par les algorithmes , simples ou 
composés, formant la partie élémentaire de la Théorie de l'Algo- 
ritlimie. Cette génération secondaire , devant présenter les faits 
mêmes de la génération des quantités, ou leur détermination nu- 
mérique, ne peut évidemment avoir lieu que par l’emploi arbi- 
traire de l'un des deux algorithmes élémentaires primitifs , la som- 
mation ou la graduation et c’est précisément cet emploi arbitraire, 
qui constitue la fin algorithmique générale formant l’objet de la 
Tcchnie de l’Algorithmic. Ainsi, cette Tcchnie se trouve requise 
nécessairement , pour compléter la partie élémentaire de la Théorie 
de l’Algorithmie. 

De plus, dans la partie systématique de la Théorie de l’Algo- 
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rilhmic, nous apprenons à connaître les lois générales de la dé- 
termination ou de la génération systématique des quantités , fondée 
sur la réunion des algorithmes élémentaires; ainsi, par exemple, 

nous trouvons que la fonction intégrale/ |1 *<î»x.<ii/ z , a, pour sa nature 
• ou pour sa construction générale , l’expression 

+ etc. 

px étant une fonction quelconque. Mais , les cas particuliers de 
cette géuéralion systématique primitive, dépendans de la détermi- 
nation particulière des fonctions auxquelles s’appliquent les algo- 
rithmes systématiques, ne sont que déterminés par les lois générales 
que nous venons de nommer, et ne sont point donnés immédiatement. 
11 est vrai que les fonctions particulières étant données, on peut, 
dans la Théorie de l’Algoritlimic , donner également, aux lois gé- 
nérales de la partie systématique de, cette Théorie , des détermi- 
nations telles , qu’elles forment les lois particulières des cas de ces 
fonctions données; mais cette déterminaliou des lois particulières 
est évidemment indéfinie , et par conséquent impossible dans toute 
l’étendue de la génération systématique des quantités algorithmiques. 
En effet, les algorithmes systématiques, les différences, les grades, 
les nombres et les équivalences, sont visiblement indéfinis dans 
leurs cas particuliers, parce que la réunion systématique des algo- 
rithmes élémentaires, qui est le principe des algorithmes systéma- 
tiques , est évidemment contingente, et par conséquent indéfinie, 
dans les cas particuliers. 11 s’ensuit qu’il doit exister, pour la partie 
systématique de la Théorie de l’Algorithmie, autant de lois parti- 
culières indépendantes , qu’il peut y avoir, dans ses différentes 
branches, de fonctions particulières indépendantes, exprimant la 
réunion des algorithmes élémentaires , qui est le principe de cette 
partie systématique; et par conséquent , qu’il doit exister un nombre 
indéfini de ces lois particulières , le nombre de ces fonctions 
étant évidemment indéfini. Donc , vu cette indépendance des lois 
particulières dont il s’agit , en les considérant par rapport à des 
lois hypothétiques plus générales , il est évident que la partie sys- 
tématique de la Théorie de l’Algorithmie, forme une science in- 
définie, et par conséquent, une science impossible pour l'homme. 


Digitized by Google 


PHILOSOPHIQUE. an 

en la prenant dans tonte son étendue. — Pour rendre ees argumens 
encore plus clairs, appliquons-lcs a un cas particulier, à celui du 
point de vue logique de la partie systématique en question , et spé- 
cialement au cas de la résolution des équations. Or, les lois géné- 
rales que nous avons données pour la résolution des quatre genres 
d'équations possibles, sont proprement les principes premiers, la 
nature ou la construction générale de la résolution des équations ; 
mais ces lois, qui font abstraction de toute détermination des fonc- 
tions formant les équations , ne déterminent que Te ras général de 
cette résolution , et nullement les cas particuliers qui dépendent 
de la détermination particulière des fonctions formant les équations. 
11 faut concevoir, en effet, que ces cas particuliers sont entièrement 
independans les uns des autres ; et par conséquent , que la réso- 
lution des quatre genres d équations , ne peut être soumise à des 
lois générales , qu’aulant que les fonctions d'équations sont consi- 
dérées, en général , comme n'ayant encore reçu aucune détermi- 
nation particulière : les cas particuliers en question, dépendent, 
ainsi que nous venons de le dire , des fonctions particulières for- 
mant les équations; et ces fonctions, qui expriment proprement la 
réunion systématique des algorithmes élémentaires, sont, comme 
cette réunion . purement accidentelles dans leur détermination par- 
ticulière , et par conséquent indépendantes les unes des autres, en 
les considérant sous un point de vue transcendantal ; c'est-à-dire 
que ces fonctions d'équations , et les cas particuliers qui en dé- 
pendent , ne peuvent, dans l’état de cette détermination particu- 
lière, être soumis à des lois générales. Aussi, par exemple, savons- 
nous à posteriori que les differens procédés que l'on connaît pour la 
résolution des quatre premiers degrés des équations d'équivalence, 
sont entièrement independans les un» des autres : ils ne sont liés 
que par la loi générale que nous avons donnée pour la résolution 
des équations d'équivalence ; loi qui fait abstraction de la déter- 
mination particulière (du degré) des fonctions formant ces équa- 
tions, et qui, sous ce point de vue général , détermine seulement 
la nature et la forme des racines. Nous ne parlerons pas ici de Ja 
résolution connue de quelques-uns des premiers ordres des équa- 
tions de différences et de celles de congruence, parce que, suivant 
ce qui a été dit a l'article de ces équations, les procédés de celte 
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résolution ne sont encore que des procédés indirects ou artificiels, 
qui ne se trouvent pas même ramenés aux lois générales de cette 
résolution, lois que nous avons vues à l’article que nous venons 
de citer. Mais , si l’on a approfondi la métaphysique de la résolu- 
tion des équations , telle que nous l’avons présentée dans cette 
Introduction à la Philosophie des IVJathématiques , on doit com- 
prendre facilement et en général, que les lois de la résolution des 
cas particuliers des équations de tous les genres , sont, ainsi que 
nous l’avons déjà dit , entièrement indépendantes entre elles , et 
ne peuvent par conséquent, dans l’état de cette détermination 
particulière, être soumises à d’autres lois plus générales : elles ue 
peuvent être soumises à des lois générales , et nommément aux lois 
que nous avons données , qu’en faisant abstraction de toute déter- 
mination dans les fonctions formant les équations. — .Ainsi , la 
théorie des équations , comme toute la partie systématique de la 
Théorie de l’ Algorithmie , est composée d’un nombre indéfini de 
lois indépendantes ; et elle forme , dans cet état , une science 
indéfinie, et par conséquent une science impossible pour l’homme, 
en la prenant dans soîi étendue entière. — Or, dans cet état de la 
partie systématique de la Théorie de l’Algorithmie , où il est abso- 
lument impossible d avoir les lois particulières pour tous les ças 
de la génération primitive ou de la construction des quantités qui 
en dépendent, il se présente le problème nécessaire d’une gé- 
nération secondaire de ces quantités, c’est-à-dire, le problème de 
leur évaluation ou de leur mesure : en effet, cette génération 
secondaire,. au moyen de l’emploi arbitraire de l’un des deux algo- 
rithmes élémentaires primitifs, de là sommation ou de la graduation, 
non seulement suffit, à certains égards, pour satisfaire la raison, 
eu formant un xnsemble de* connaissances algorithmiques concer- 
nant la partie systématique en question; mais de plus, cette géné- 
ration secondaire constitue le seul moyen possible d’avoir, dans 
tous les cas, les faits de la génération des quantités dépendantes 
de cette partie systématique, ou la détermination numérique de 
ces quantités. Donc, puisque la génération secondaire qui fait l’objet 
de ce problème nécessaire, est précisément la fin algorithmique 
faisant l’objet de la Teehaie de l’ Algorithmie , cette Technie se 
trouve encore requise nécessairement , pour compléter la partie 
systématique' de la Théorie de l’Algorilhmie. 
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II est donc vrai que la Teclmie de l’Algoritbmie , non seulement 
implique la conception d’une £in ou d'nn but, et se trouve ainsi 
essentiellement differente de la Théorie de l’Algorithmie ; mais 
de plus , qu’elle repose sur des principes donnés par la nature 
même de notre savoir, et qu’elle forme ainsi une branche néces- 
saire de l’Algorithmie considérée en général. 

Voici quelques considérations moins métaphysiques ou plutàt 
populaires, pour nous familiariser davantage avec cette branche 
importante de l’Algorilhmie. 


D’abord , l’évaluation des quantités données par des algorithmes 
quelconques , peut se faire de différentes manières , suivant 
des procédés artificiels , plus ou moins simples ; mais , pour 
peu quon y réfléchisse, on conçoit que ces procédés différons 
doivent dépendre les uns des aulrçs , et l’on est ainsi porté 
à conclure qu’il pourrait bien y avoir , pour chaque espèce 
de ces procédés dévaluation algorithmique, un principe unique 
qm les liât entre eux, et qui servit de fondement à leur possi- 
bilité. Or , c est la détermination de ces principes , et par suite 
la deterrumation de tous les systèmes possibles d’évaluation algo- 
rithmique, qui est l’objet général de la Techuie de r Algorithme. 

En second heu , examinant la nature des procédés d évaluation 
algorithmique, comparativement à la nature des algorithmes mêmes 
par lesquels sont données les quantités qu’on cherche à évaluer 
on découvre facilement la différence caractéristique qui se trouve 
entre ces procédés d’évaluation , et les procédés de construction 
des quantités : les algorithmes qui forment les procédés de cotis- 
truction, sont, pour ainsi dire, identiques avec les quantités mêmes 
quils produisent; tandis que les algorithmes qui forment les pro- 
cédés dévaluation, sont indépendans des quantités qu’ils servent 
a évaluer : les premiers paraissent faire parue de la nature même 
es quantités , et les derniers paraissent se rapporter à quelques 
fins ou buts etrangers à cette nature. De là vient que la Théorie 
de 1 Algorithme, qui a pour objet les premiers de ces algorithmes 
n est qu nne simple spéculation, et ne dépend que de l'entende-? 
ent qm est la faculté de la spéculation; tandis que la Tccbnie 

t :!r e ; <1 " 1 3 P° ur , ob i*‘ les de ces algorithmes, 

une espece dacuon fondée sur la conception d’une fin, et 
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dépend de l'influence de la volonlé , qui est la faculté des fins en 
général. Ainsi, la Théorie et la Technie de l'Algorilhinie, forment 
deux branches essentiellement distinctes. 

En troisième lieu , la valeur numérique ou algorithmique en 
général, des fonctions, simples ou composées, formées au moyen 
des algorithmes que donne la partie élémentaire de la Théorie de 
l’Algorithmie, ne peut être obtenue par ces fonctions elles-mêmes: 
il faut , pour avoir celte valeur , appliquer, à ces fonctions , des 
procédés algorithmiques nouveaux , des procédés do développement 
ou d'évaluation de ces fonctions. Ainsi , la partie élémentaire de 
la Théorie de l’Algorithmie ne peut r par elle-même , nous faire 
connaître la valeur des quantités dont elle donne la génération 
primitive : elle ne peut nous faire connaître que la nature ou la 
coustraclion de ces quantités. Donc, la Technie de l’AIgorithmie , 
qui , suivant ce que nous en avons dit en premier lieu , a pour 
objet les procédés nécessaires pour obtenir la valeur en question, 
se trouve requise nécessairement , pour compléter la partie élé- » 

mentaire de la Théorie de l’Algorithmic. 

En quatrième et dernier lieu, lorsque, suivant les algorithmes 
que donne la partie systématique de la Théorie de l'Algorithmie , 
on parvient à des fonctions formant l’objet de ces algorithmes , on 
n'obtient proprement, dans ces fonctions, que la nature ou la 
construction des quantités qui y correspondent , et nullement la 
valeur même de ces quantités. Par exemple , lorsqu 'en résolvant 
une équation d’équivalence, ou en intégrant une équation différen- 
tielle ou seulement uue fonction difl'éeenlielle , on obtient les 
fonctions qui forment les objets respectifs de ces algorithmes, ces 
fonctions ne donnent encore que la Dature ou la construction des 
quantités inconnues qu’on cherchait à déterminer; elles ne donnent 
point la valeur même de ces quantités : on sait en effet que, 
pour obtenir cette valeur, il faut, en outre , appliquer, aux fonc- 
tions trouvées par les .procédés de ces algorithmes systéma- 
tiques , des procédés nouveaux et différens, qui en donnent le 
développement ou l'évaluation. Ainsi , en appliquant immédiate- 
ment, si cela est possible, ces procédés de développement ou 
d'évaluation des quantités, aux algorithmes systématiques dtgnt il 
s'agit , par exemple , à l’intégration des fonctions différentielles , 
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à la résolution des équations, etc. , les différens objets de la partie 
systématique de la Théorie de l’Algorithmie , seraient visiblement 
obtenus avec plus de simplicité. Il est vrai que la détermination 
des fonctions qui expriment la nature ou^ construction des quan- 
tités , est un objet majeur , et même l'objet essentiel de la partie 
systématique dont nous" parlons ; mais , lorsqu’il ne s’agit que de 
la valeur des quantités données par les algorithmes systématiques, 
par exemple, par les différentes équations d’équivalence , de diffé- 
rences, etc., il est visible que l'application immédiate des procédés 
d’évaluation de ces quantités , sans employer préalablement les 
procédés de la détermination de leur nature ou de leur construc- 
tion, forme la marche directe, et ce qui est plus, la marche phi- 
losophique , parce qu'elle dérive des principes mêmes de cette 
évaluation. Ainsi, en considérant la Technie de l’Algorithmie , qui 
a pour objet les procédés d'évaluation en question, comme offrant 
les principes de l’évaluation des quantités données par les algo- 
rithmes systématiques dont il s’agit, on comprendra facilement 
que cette Technie est encore requise nécessairement , pour 
compléter le système des connaissances algorithmiques dépen- 
dantes de la partie systématique de la Théorie de l’Algorithmie. 
— » Mais bien plus, pour peu qu'on ait approfondi la métaphysique 
de celte partie de la Théorie de l'Algorithmic , telle que nous l'avons 
présentée dans cette Introduction à la Philosophie des Mathématiques, 
on aura vu que les différentes brauches formant celte partie systé- 
matique , ne peuvent être soumises à d’autres lois générales qu a 
celles .que nous avons données en traitant cette métaphysique. Or, 
ces lois font abstraction de toute détermination particulière des 
fonctions auxquelles elles s'appliquent ; de manière que les cas 
particuliers de ces fonctions ont, de plus, autant de lois particu- 
lières et indépendantes, qu’il peut y avoir, pour ces fonctions, 
de déterminations particulières et indépendantes : c'est-à-dire que 
les différens algorithmes systématiques ont, (Jutre les lois générales 
qui en déterminent la nature en général , un nombre indéfini de 
lois particulières et indépendantes , qui , sous la forme de ces lois 
générales , déterminent les cas particuliers, dépendans des fonctions 
particulières auxquelles s’appliquent ces différens algorithmes. Ainsi , 
la partie systématique de la Théorie de l'Algorithmic, considérée 
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en elle-même, «St nne science indéfinie, et impossible pouT l’homme, 
en la prenant dans son étendue entière; et par conséquent, la 
Tecbnic de l'Algorilhniie , qui présenterait, dans tons les cas, les 
procédés de l'évaluation des quantités données par les différens 
algorithmes systématiques , serait une branche nécessaire pour 
compléter, dans son étendue, la partie systématique de la Théorie 
de l'Algorithmic. 

En nous fondant sur ces différentes conclusions, nous établirons 
donc, arec certitude, la branche de l'Algoritlimie dont il est ques- 
tion. — Bon objet général, suivant les déductions précédentes, 
est la mesure ou l'évaluation d'une quantité algorithmique : c'est- 
à-dire , lorsque la nature ou la construction d'uue quantité algo- 
rithmique est donnée au moyen dos algorithmes théoriques quel- 
conques , élémentaires ou systématiques , la génération de cette 
quantité, opérée pal' l’emploi arbitraire de l'un des deux algorithmes 
primitifs, de la sommation ou de la graduation, est l'objet de la 
Tecbnic de l’Algorithmic. 

Nous avons déjà dit que nous attribuons la dénomination de 
théorèmes à colles des propositions mathématiques, algorithmiques 
ou géométriques , qui ont pouf objet la nature ou la construction 
des quantités , c’est-à-dire , aux propositions qui appartiennent aux 
différentes branches formant In Théorie des Mathématiques ; el 
que nous attribuons la dénomination de méthodes à celles des 
propositions mathématiques, algorithmiques ou géométriques, qui 
ont pour objet la mesure ou ['évaluation des quantités, c’est-à-dire , 
aux propositions qui appartiennent aux différentes branches for- 
mant la Technie des Mathématiques. — Voici quelques observations 
concernant ces dénominations. 

Il est évident que la différence essentielle qui se trouve entre la 
Théorie et 1s Technie des Mathématiques , exige que les propo- 
sitions respectives de ces branches générales, soient distinguées 
par des noms différais; d’aulaut pins que la dénomination de 
théorèmes , qui, vu son étymologie, convient parfaitement aux propo- 
rtions de la Théorie des Mathématiques , ne saurait nullement con- 
tenir au* propositions de la Technie des Mathématiques. Or , parmi 
le^différattes dénominations usitées , celle de -méthodes nous parait 
b plus propre pour désigner les propositions de b Technie en 
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question : elle paraît répondre h la conccpliou d'une Gn on d’uu 
but, en faisant allusion à la voie ou au moyen , nécessaires pour 
y parvenir ; et précisément par la même raison , la dénomination 
de méthodes nous parait impropre pour désigner les procédés 
appartenais il la Théorie des Mathématiques, qui n'implique nul- 
lement la conception d'une lin , ni par conséquent , celle d'un moyen. 
Ainsi , d'aprea cette nomenclature philosophique , les propositions 
de la Théorie des Mathématiques , sont des théorèmes ; et les 
propositions de laTechnie des Mathématiques , sont des méthodes: 
quant aux propositions auxiliaires qui, daus l'une et dans l'autre de 
ces deux branches générales , conduisent aux propositions défini- 
tives , on pourrait les distinguer en général, par le nom de pro- 
cédés ; et spécialement , dans les deux branches respectives , par 
le nom de raocroÉs théoriques et de procédés techniques. 
— Mais, si les géomètres ne voulaient pas renoncer à désigner, 
dans la Théorie des Mathématiques, par le nom de méthodes les 
propositions auxiliaires que nous distinguons ici par le nom de 
procédés, d'autant plus qu’il existe, dans la Théorie de l'Algo- 
rithmie, une branche importante du calcul difTcrenùcl, h laquelle 
ils donnent le nom de méthode , savoir, la Méthode des variations , 
on serait forcé de chercher, pour les propositions de la Techuie 
des Mathématiques, une dénomination nouvelle; Car, encore une 
fois, la dénomination de théorèmes ne peut nullement convenir 
à ces dernières propositions. Dans ce cas , il nous parait que la 
dénomination aucienne de porismes, dont on a perdu la signification, 
pourrait être employée convenablement pour désigner les propo- 
sitions de la Tcchnic des Mathématiques en général. — Voici ce 
qu'il en est de cette dénomination. 

Les aucieus , cl nommément Euclide, distinguaient trois espèces 
de propositions principales : les théorèmes, les problèmes et les 
porismes. La signification des deux premières de ces dénomina- 
tions , nous est bien connue ; mais , nous ignorons quelle est la 
véritable signification que les anciens attachaient au mol porisuae. 
Pappus fait mention des. porismes d J.uclidc , dans la préfaec du 
Vil- livre de son Recueil mathématique : n tfl rûr ‘XafiipÂvon 
EvxÀoéë; mais , ce qu’il en dit, a paru insuffisant pour bien dé- 
terminer la signification de ce mol , d'autant plus que la figure 
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géorise'lriqoe qui s’y rapporte, manque , d'après ce qu’en dit expres- 
sément son éditeur Ilalley (■). Voici la définition de Pappus, pour 
les trois espèces de propositions en question, telles qu'il les attribue 
aux anciens : apeura» ydf Suifr/uL /lit «lia» to 'Xforsiroiuror à; AwiffiÇn 
«i r 5 tS -Xf’O TunftirH • irpôÆàMta tfl to 'KpoÇo^Xofioov ti; xiTamamr aùrS 
t S TrpoTBvc/Mtü ■ •xopttrfia Jt to ‘XforuKuaor tk orofWftà» aéré tS offo- 
Tiitofiim (’). 11 donne encore une autre définition des porismes , 
savoir : Ttépur/tcL içi to Z «*arc» ù-trofiffa to-jtixb 3 -«sf»iu*rof ( 3 ) ; mais, 
il l'attribue aux géomètres moins anciens, et il la déclare inexacte. 
De plus , David Gregorius , dans la préface de son édition d'Euclidc, 
rapporte la définition que donne Proclus du mot porisme, savoir, 
que c'est une proposition qui n'est ut théorème ni problème, qui 
n'est point une simple spéculation , et qui u'exige nullement la pro- 
duction d’une chose, mais seulement une invention, par exemple, 
déterminer le centre d'un cercle donné ( 4 ). — Depuis, Girard ( s ), 

• 

» (‘) Apallorui Per^cet de seclume ralionis hbri duo , etc., etc. Prarmitlitur 
Pappi Alexandrin! Prafatio ad Pll mum Collectionis Mathemaùcœ , nunc prunùm 
grceci édita, etc. Operà et studio Edm _ Ilalley. Oxonii. 1706. 

(‘) Dixcrunt enim (veteres) theorerna esse , quod proponitur in iptius proposiri 
deiuonstrationem. Problema, quod afTertur in constructionem propositi. Pomma 
tero, quod proponitur in ponwnuin , hoc est fai inventionem , «t investigaiionem 
propositi. 

Pappi Alcxan. Math cm. Collée t. A Frederico Commandino urbinatœ. Venc* 
iiis. i 58 q. 

( J ) Porisma est qnod bypothe» déficit à locali theoremate. Ibidem. — La 
traduction de Halley porte : Pomma est quod deest in hypolhesi theorematis 
localis. — Ces deux traductions noua parafent ici fautives. Suivant nous , le 
vrai sens du passage grec est : Porisma est quod déficit hypothesi theorematis 
localis ; c’est-à-dire , Porisma est propositio ubi haud opus sujjpnnere locale 
theorerna, id est , possibilitatem rei. On verra, dans la suite de cette discussion, 
que cette dernière définition , quoique purement négative , est \p véritable défi- 
nition du porifine ; et par conséquent , que c’est à tort que Pappus la déclare 
inexacte. 

( 4 ) . Proclus, in commentants , porisma hujusmodi dicit propositionem , que 
■eque problema est neque theorerna , id est , que neque generationem aut voient 
alicujus rei reqoirit , neque simplicem conteraplatiônem ; sed inventionem tantum : 
Ut, dati circuli centrum invenire , et qu® huic similia. 

Euclidis quœ s upc r s un t, ex recensione Davidis Gregorii , etc. Oxoniœ t tyo 5 . 

( 5 ) Albert Girard , samiclois , 7 Yigonométrie , à la Haye, 1G99. 
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Ghelaldus (* *) , Bulliàld (*), Rcnaldiiuis ( J ), Fermât (*), et sur-tout 
Simson ( 5 ), se sont occupés, ou du moins ont fait mention des 
porismes ; mais , toutes ces recherches , loiu d'éclaircir la question , 
n’ont servi qua l’obscurcir davantage , comme ^>n peut en juger 
par la définition que donne Simson ; la voici: Porisma est pro- 
posait» , in qua proponitur demonstraiv rem aliquam , vel plures datas 
esse , eut , vcl qiubus , ut et cuilibet ex rebus innumeris , non quidem 
(Litis , sed qutv ad ea quœ data sunl eandem ItaberU reLittonem , 
convenue oslendendum est , affectionem quandam communem in 
proposilione descnptam. — 11 parait donc certain que , dans l'état où 
se trouvent les documeus historiques concernant le mol porisme, on 
ne saurait en déterminer la signilicalion à posteriori (*). Ainsi, il 
ne nous reste qu’à la conjecturer à priori. 

Il paraît d’abord sùr que le mot porisme s'appliquait , comme 
le mot problème, à des propositions qui contenaient la conception 
de quelque fin à atteindre , ou de quelque but à obtenir , c'est-à- 
dire , suivant la déduction que nous avons donnée de la nature de 


(•) Marini Ghelaldi, de Resoluhone cl Compositionc mathemalica, libri V, 
opus pobthumum. Jxomæ , 1640. , 

(•) IsmatlU t Bullipldi, Excrcitationes geometncœ , etc. Paris , 1667. 

( 3 ) Caroii Renaldini , de Resolutione et Composition e mathematiça , libri duo. 
Patavii , 1668. 

(<) Fermatii , Opéra varia mathematiça ( Renovata porismatum dactrina), 
Tolos. 1679. 

(*) Roberti Simson, etc . , Opéra queedam reliqua, scilicet /, etc. ; II poris- 
matum liber , quo doc tri nam hanc veterum geometrarum ab oblivione vinditare , 
et ad captum hodiernorum adumbrare constitutum est ; /// , IV et etc. Opui 
posthumum, cura Jacobi C/ow , impensis comitis Stanhope , etc. Glusg. 177$. 
— Traduction anglais® par Lavsoa : A Treatise conceming porisms , etc. 
Paris, 1777. 

(*) M. tis enman , professeur à l'école des Ponts et Chaussées de France , qui 
doit donner une édition du texte grec de Pappus, accompagné d'une traduction 
française , vient de nous apprendre que les porismes ont attiré particulièrement 
son attention , et qu'il croit en avoir découvert le véritable caractère. 
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la Teehnie, à des proposions appartenante* à cette branche gé- 
nérale des Mathématiques; de manière que, d’après ces dénomi- 
nations des anciens , les différentes propositions de la Tcchnie en 
question , seraient,®!! des porismes ou des problèmes. Il ne reste- 
rait donc, pour déterminer complètement la signification du mot 
porisme, qu'à distinguer, parmi les différentes propositions tech- 
niques, celles qui forment des porismes, de celles qui forment 
des problèmes ; si toutefois celte distinction est possible. Or , en 
nous attachant au sens philosophique du mot problème, on pour- 
rait, en effet , distinguer les propositions techniques dont les objets 
seraient purement possibles , de celles dont les objets seraient 
nécessaires , c’est-à-dire , les propositions dont l'exécution ( la so- 
lution) n’aurait qu’une certitude problématique (l'objet étant possible 
ou impossible) , de celles dont l’exécution (La solution) aurait une 
certitude apodicttque (l’objet étant uéeessaire) : les premières se- 
raient des raoBtixEs ; les secondes, des porismes. Par exemple, 
faire passer une circouféreucc de cercle par trois points donnés , 
est un problème , en considérant cette proposition avant qu'il soit 
démontré que son objet est possible ; tandis que déterminer le 
centre d’une circonférence de cercle donnée, est un porisme. 
— Ccst là la seule distinction transcendantale qu’on peut faire entre 
les différentes propositions de la Tcchnie des Mathématiques; et 
c'est, par conséquent, sur cette distinction , connue ou inconnue, 
que devait se fonder la double dénomination de problèmes et de 
porismes , que les anciens employaient pour désigner des propo- 
sitions # qui , à leur insu, appartenaient évidemment à la Technie 
des Mathématiques. — Nous devons observer que les ancieus ne 
paraissent avoir employé le mot de porisme , que pour la Technie 
de la Géométrie ; mais , déjà Simson a fait remarquer expressément 
qu'il pourrait y avoir aussi des porismes dans la science des nombres, 
et il donne même un exemple, quoique mal choisi. 11 faut eucore 
observer qu'après Pappus et Proclus, les définitions qu'on a voulu 
donner du mot porisme , sont toutes fautives : elles sont contraires 
à la signification de ce mot , que nous venons de déduire à priori , 
et aux déGnilions de Pappus et de Proclus, lesquelles, in concrelo , 
se trouvent rigoureusement conformes à la nôtre. U est à remar- 
quer sur- tout que Simson , qui a tant fait pour rétablir la doc- 
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Inné «le» porismes , soit celui qui s'est écarté le plu* (*) de 1a 
rentable signification de ces propositions ; sans parler de sa défi- 
nition , les propositions qu’il donne pour des porismes , sont de 
rentables problèmes. 

Ainsi, roulant Conserver la dénomination de méthodes pour les 
propositions auxiliaires, et communes à la Théorie et à la Technie 
des Mathématiques , c’est-à-dire , pour les propositions que nous 
distinguons par le mot simple de procédés, il faudrait, à moins 
de former un nom nouveau , désigner les propositions de la Technie 
des Mathématiques, par le nom ancien de pommes , on plus spé- 
cialement , en distinguant , dans cette Technie , les propositions 
dont l’objet est purement possible , et les propositions dont l'objet 
est nécessaire , par les noms de problèmes et de porismes. — Nous 
soumettons cette question à l’avis des géomètres ; et nous nous 
conformerons, dans le choix de la dénomination dont il s’agit, à 
l’opinion la plus générale qui nous sera manifestée. 

En terminant cette discussion concernant la nomenclature , nous 
devons foire remarquer , comme corollaire , que la Technie des 
Mathématiques est aussi ancienne que le sont les Mathématiques 
elles-mêmes ; qu'elle a été cultivée , de tout temps , dans la Géo- 
métrie et mémo dans l'Arithmétique , sous les noms de porismes 
et de problèmes, quoique, pour ainsi dije , à l’insu des géomètres, 
ou du moins saus une conscience logique suffisamment claire pour 
la distinguer comme une branche séparée et générale, ayant des 
principes propres et des lois indépendantes de la Théorie des 
Mathématiques. 

Après avoir exposé cl déduit l’objet général de la Technie des 
Mathématiques , c'est-à-dire , la fin ou le but général qu’elle se 
propose, voyons , dans l’Algorithmie , qui est ici notre objet prin- 
cipal, quels sont les moyens, les instrumens, que la Tcclinie peut 
employer pour arriver à cette fin ou à ce but. 

Nous avofts vu que, lorsque la nature ou la construction algo- 


(*) Nom ne tenon» pif ici compte de la définition do mot poritme , ^p'on 
lit dan» 1* Encyclopédie méthodique ; parce qu’il parait que»l'auteoT (O) de cet 
article, n'a eu aucune idée de ce genre de propositions. 
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rithmiqiic d’une quantité, est donnée au moyen des algorithmes 
théoriques, élémentaires ou systématiques, la génération secon- 
daire de cette quantité, opérée par l'emploi arbitraire de l’un des 
deux algorithmes primitifs, la sommation ou la graduation, est 
l'objet de la Technie de l'Algorithniie. Or, nous avons vu de plus 
que. les algorithmes dérivés immédiats, la numération et les 
facultés, présentent précisément la possibilité de servir de moyens 
à ces Ans algorithmiques; et cela, par leur susceptibilité de limites 
arbitraires, jointe à la possibilité où ils se trouvent de donner la 
génération de toute quantité algorithmique (*). Il ne nous reste 
donc qu'à voir les principes philosophiques de la transfor- 
mation d’une fonction théorique, donnée immédiatement ou 

MÉDIATEMENT , EN FONCTIONS DE NUMÉRATION OU DE FACULTES J 

et c'est là l'objet de la transition de la Théorie à la Tecbnie de 
l’Algorithmie, transition dont nous allons présenter la métaphy- 
sique. 

D'abord , il est évident que la transformation dont il est ques- 
tion , exige, pour être opérée, une fonction nouvelle au moyen 
de laquelle se trouve exprimée , par les algorithmes de la numé- 
ration ou des facultés, la fonction théorique, donnée immédiate- 
ment ou mèdiatement, qu’il s'agit de transformer. De plus, puisque 
les deux algorithmes auxiliaires, la numération et les facultés, sout 
susceptibles de limites arbitraires dans leurs procédés respectifs 
par sommation et par graduation , il est évident que la fonction 
de transformation dont nous venons de reconnaître la nécessité, 
peut être une fonction arbitraire, et peut ainsi avoir une infinité 
de déterminations spéciales. — Or, c’est cette fonction arbitraire, 
servant à la transformation des fonctions, au moyeu des algorithmes 
primitifs de la sommation ou de la graduation , et plus particu- 
lièrement au moyen des algorithmes de la numération ou des 
facultés , qui est , dans sa plus grande généralité , la quantité 
instrumentale qu’on nomme, dans l’application de l’^fithmétiquc , 
mesure ou unité Je [ évaluation des quantités. — Nous étendrons 

C» Il faut remarquer que le* deux grands instrument de la Tecbnie de 
l'Algorirhmie , la ^prat'ration et les facultés , sont donnés par la Théorie de 
l'Algorithme; et en effet , l’homme ne peut former aucun autre algorithme que 
ceux que lui donue cette Théorie. 

celle 
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cette dénomination particulière au cas général des fonctions 
instrumentales dont il s’agit ; et nous nommerons ainsi mesure 
algorithmique la fonction arbitraire qui sert, comme lien, à la 
transformation d’une fonction théorique, immédiate ou médiate , en 
fonctions de numération ou de facultés , lesquelles , suivant ce 
que nous venons de voir, forment les deux moyens généraux de 
l'évaluation des quantités, ou du but de la Technie de l’Algo- 
rithmie. 

En second lieu, il est évident que la transformation dont il est 
question, exige, pour être opérée, une détermination quelconque 
de la relation qui se trouve entre la fonction, donnée immédiate- 
ment ou médiatement , qu’il s’agit de transformer , et la fonction 
arbitraire ou la mesure dans laquelle elle doit être transformée. 
De plus, puisque la relation de ces fonctions, en la considérant 
dans sa simplicité primitive, forme nécessairement un rapport algo- 
rithmique, il est évident que, pour établir, dans toute sa géné- 
ralité , la comparaison dont nous venons de reconnaître la néces- 
sité, il faut, pour embrasser les trois classes de rapports possibles, 
employer , dans cette comparaison , le rapport de reproduction ou 
le rapport dit géométrique , qui est une espèce de neutrali- 
sation des deux rapports primitifs, du rapport de sommation et 
du rapport de graduation. — Ainsi, le rapport de reproduction, 
ou le rapport dit géométrique , comme principe le plus général 
de toute relation algorithmique primitive , forme le principe de 
la comparaison dont il est question ; aussi , est-ce ce rapport 
qu'on emploie dans l'opération arithmétique appliquée , nommée 
mesure. 

Eu troisième lieu , il est évident que la transformation dont il 
est question , ayant pour objet une génération secondaire opérée 
par l'emploi des deux algorithmes primitifs , de la sommation ou 
de la graduation , doit être subordonnée à la forme respective de 
ces deux algorithmes. Ainsi, en supposant que Fx soit la fonction, 
donnée immédiatement ou médiatement, qu’il s’agit de transformer, 
et que <px soit la fonction arbitraire servant de mesure algorith- 
mique, ou la fonction dans laquelle la première doit être trans- 
formée , l’opération de cette transformation , au moyen des algo- 
rithmes de la numération ou des facultés, aura, pour les formes 
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respectives, les schémas (») 

Fx = A -f- <l>x , ou Fx = A x 4>x 

A étant une quantité dépendant» ou indépendante de x, et 
une quantité considérée comme dépendante de la mesure algo- 
rithmique tpx. 

Les trois considérations précédentes, la spécification de la 
mesure, la comparaison de la fonction proposée avec la mesure, 
et enfin la subordination logique de la transformation en ques- 
tion , sous ks formes respectives des algorithmes de la sommation 
on de la graduation , constituent visiblement les principes logiques 
de la transition de la Théorie à la Tecbnie de l’Algorithmie, dont 
il s'agit. — Voyons maintenant quel est le principe transcendantal 
de celte transition. 

Commençons par le cas de l’emploi de l’algorithme de la numé- 
ration , auquel correspond le premier des deux schémas précédées 
(a), savoir, (u) 

• Fx — A + Qx. 

Pour peu qu'on analyse la conception qui donne ce schéma , on 
trouvera que la quantité <br doit nécessairement , et dans tous les 
cas, être comparable avec la quantité <fx prise pour mesure' algo- 
rithmique , afin que la détermination générale de ccttc quantité 
soit possible. Or, les deux modes, direct et inverse, de cette 
comparaison , suivant la forme du rapport de reproduction , sont 


*r 

f jr » 


et 


*£ . 
«■j- ’ 


de manière que la quantité <Dx doit être telle que ®x=o, lorsque 
px=o, et réciproquement, pour que ces rapports ne soient point 
indéfinis, ni par conséquent impossibles à déterminer. Donc, la 
première transformation de la fonction proposée Fx , en deux 
quantités A, et 4>»r, savoir, (ni) 


Fx = A. -f- Q.x ; 


suivant le schéma général (n) de cette transformation , doit 
donner, pour la quantité partielle A,, une quantité telle que. • • ('»)' 

A, — Fx — o. 
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lorsque la valeur de la variable x est telle que px — o. Soient 
maintenant F,x et ,Fx les fonctions qui déterminent les rapports 
en question , direct et inverse , savoir , 


— = F^c., 

fC '*’* 


et 


îl— p x . 

•v* 1 ' 


on aura, pour 1a transformation ultérieure, les expressions. . 
F x x — A, + 9,x , et ,Fx = ,A -f- <t>,x , 


..(«v) 


lesquelles rentrent dans la question qui se présente en premier lieu. 
De plus, pour embrasser, dans toute son étendue , la transformation 
dont il s’agit, considérons la suite des quantités 

px y ?(•*+£)»■ p(x-\-i%), *>(x-+-3£), etc. , 

provenant de la fonction primitive px , comme formant consé- 
cutivement la mesure algorithmique dans les transformations suc- 
cessives de la fonction proposée Fx. Ainsi , en raisonnant comme 
ci-dessus , on trouvera que la fonction de la seconde transfor- 
mation (iv), doit être comparable, dans tous les cas, avec la mesura 
algorithmique ç(x-f-Ç); et par conséquent, que cette fonction 
doit être telle que ®,x=o, lorsque ip (x -f- £ ) = o. Donc, les 
quantités partielles A , et ,A que donne cette seconde transformation, 
doivent être telles qu’on ait respectivement (tv/ 

A, — F,x = o , et ,A — ,Fx= o, 

lorsque la valeur de la variable x est telle que p(x-f-£) = o. 
Soient, en troisième lieu, Fjc et ,Fx les fonctions qui déterminent 
les rapports , direct et inverse, de la fonction Æ>,x avec la fonction 
p(x + Ç) formant ici la mesure, savoir. 


*,x 

♦ C* + 4> 


= F, x. 


et fj- Ffr+g) . 
et ,xx — #x , 


on aura, pour la troisième transformation, les expressions., .(v) 
F,x = A.-i- $,x , et ,Fx = ,A 4- ®.x. 

Et raisonnant comme plus haut , an trouvera encore que les quan- 
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tîtcs partielles A, et ,A que donne cette transformation , doivent 
être telles que (v)' 

A, — F,x = o , et ,A — ■ ,Fx = o , 

lorsque la valeur de la variable x est telle que 0 (x -f- aÇ ) = o. 
, Poursuivant ces transformations, et désignant en général par 
F i et ^ Fx les fonctions qui déterminent respectivement les rap- 
ports , direct et inverse , correspondais à la transformation de 
l’ordre (n-f- i), on aura, pour cette transformation, les expres- 
sions (vi) 

+ et * Fx == y j4 + V ; 

et pour les principes de la détermination des quantités A et A , 
les relations (vi)' 



en désignant par x la quantité que donne , pour la variable x , 
la relation Ç (x-f-yujj) = o. 

Tel est le principe transcendantal de la transition de la Théorie 
à la Tecbnie de l’Algorithmic , ou ie principe de la génération 
technique des fonctions algorithmiques, dans le cas où l’on emploie, 
pour cette génération , l’algorithme primitif de la sommation. — On 
voit ainsi que le principe premier de cette génération , consiste 
dans la couceplion de la Jînalité algorithmique qui en est l’objet, 
c’est-à-dire , dans la conception des moyens propres à atteindre 
la fin qui est impliquée dans cette génération technique. En effet, 
.pour peu qu’on examine le procédé algorithmique qui donne les 
transformations consécutives précédentes , on concevra que c’est 
là le procède général et unique de réduire , de plus en plus , la 
fonction proposée Fx , par le moyen des fonctions auxiliaires 
d>^r, ®,x, $>,x , etc., à la forme des fonctions 0x , 0(x , 

çfx-J-ajj), etc. prises pour la mesure algorithmique; et par con- 
séquent, que c’est là le moyen unique de transformer, de plus en 
plus , la fonction proposée Fx , en fonction des quantités 0x , 
0 (x-f- %) , p(x+2?), etc.; transformation qui est le véritable 
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objet de l'évaluation algorithmique , ou de la génération technique 
de la fonction Fx , dans le cas particulier dans lequel cette géné- 
ration ou évaluation est opérée au moyen de l'algorithme primitif 
de la sommation. 

Ainsi , en résumant ou en réunissant les résultats partiels de ces 
transformations consécutives , on obtiendra , pour les deux com- 
paraisons, directe et inverse, dont il s’agit, deux expressions gé- 
nérales qui seront les schémas algorithmiques de la génération 
technique ou de l'évaluation d'une fonction théorique quelconque, 
dans le cas où l'on emploie, pour celte mesure ou cette évaluation, 
l’algorithme primitif de la sommation. — Ces résumés respectifs , 
en négligeant la distinction des indices iuférieurs , placés à droite 
et à gauche de la lettre A , sont (vu) 

i*. Pour la comparaison directe , a*. Pour la comparaison inverse , 

Fx — A.+9.X, Fx = A. 9.x , 

9.x ={A, +$.*). <px, 9 je = 

9,x =(A. +<t>.x).(p(x -*-£), 9,x = 


9 ft x: 


' l » H 


et substituant ces valeurs successives, les schémas en question de 
la génération technique ou de l’évaluation d’une fonction théorique 
quelconque Fx , seront : 

j*. Pour la comparaison directe, (vin) 

Fx = A. ■+- A , . <p je A..çx 3 ^-\- A 1 .Çx 3 ^-h etc. ; 

a*. Pour la comparaison inverse , ( rx ) 


Fx = A. -f- 


A , + 




A,+ 


t(x + gfy 
A,+ etc. ' 


Le premier (vin) de ces schémas, est )Ia forme générale de 
ce qu’on appelle téries ; et le second (ix), est la forme générale 
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de ce qu’on nomme Jkactiâns continues. — Ainsi , les séries et 
les fractions continues sont les deux branches particulières de la 
’ classe generale des procédés techniques qui dépendent de l’algo- 
rithnie primitif de la sommation , c’cst-à-dirc , les deux brandies 
particulières des procédés techniques que donne l'emploi de l'algo- 
rithme de la numération : les séries forment une espece générais 
de l'algorithme de la numération , suivant le schéma général (aa) 
de cet algorithme ; les fractions continues forment une espèce 
particulière ou une modification du même algorithme, provenant 
de la considération de la division ou de la reproduction régressive 
qui, comme partie de l'algOrithme général de la reproduction, se 
trouve réellement impliquée dans l'algorithme de la numération. 

Telle est la déduction architectonique de ces deux branches es- 
sentielles de l'Ajgoritbmte en général, des Séries et des Fractions 
continues. — De plus, ce que nous venons de dire concernant 
la génération de ces deux algorithmes techniques , nous donne , 
en même temps , la déduction métaphysique de la nature de ces 
algorithmes. Nous savons actuellement quelle en est la véritable 
destination ; et quels sont les priucipes premiers de leurs formes 
respectives. — Conteutous-nous ici de jeter un coup-d'œil sur la 
forme des séries. ' 

D’abord , en la considérant dans sa plus grande généralité , la 
forme (vin) des séries, savoir, 

Fx = A, -f- A,.fx -1- A t .fx*\ c -\- A,.fjP'' -f- etc. , 

est, d'après la déduction précédente , une espèce de numération 
algorithmique directe , procédant suivant les facultés progressives 
de la fonction arbitraire fx , qu’on prend pour la mesure algo- 
rithmique de la fonction proposée Fx que la série sert à évaluer. 
— En second lieu , lorsque l'accroissement jj de la fonction arbi- 
bi traire fx, est supposé indéfiniment petit ou zéro, on a la forme 
particulière plus simple (x) 

Fx = A. -f- A, .fx 4 - A % .fx % -f- A,.fx* -f- etc. , 

i 

qui procède suivant les puissances de la fonction arbitraire fx , 
prise pour la mesure algorithmique. — Enfin, lorsque cette fonction 
arbitraire est simplement or, c'est-à-dire, lorsqu'on prend la sunpla 
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Variable .r pour la mesure de la fonction Krque la série doit évaluer , 
on a la forme (xr) 

Fx — A, -f- A x .x -f- A k .x' + ^ a .x’ -f- etc. , 

qui est évidemment la forme la pins particulière et la plus simple 
des fonctions techniques nommées séries, dont il est question. 

C’est sur cette forme la plus particulière des séries, connue sous 
le nom impropre de théorème de Taylor (*), qu’est fondé le Calcul 
des Fonctions de Lagrange , destiné principalement à donner 
la déduction de la Théorie du calcul différentiel. — Or, pour peu 
qu’on ait approfondi la Métaphysique de l'Àlgorithroie , que pré- 
sente cette Introduction à la Philosophie des Mathématiques, on 
concevra, avec facilité, tonte l'inexactitude de celte dérivation du 
calcul différentiel : il s’agirait, suivant cette dérivation, de déduire, 
d'une fonction technique très-particulière , une branche théorique 
trcs-générahe. Mais, comme nous l'avons déjà dit, nous donnerons, 
h la fin de cet Ouvrage, dans la 4 e note, une démonstration ma- 
thématique irrécusable de ce bouleversement des principes de 
l’Algorithmie ; nous y montrerons, en outre, que la démonstra- 
tralion que Lagrange cherche à donner à priori de celle forme 
particulière des séries , sur laquelle repose tout son Calcul des 
fonctions, n’est nullement rigoureuse, et qu’elle n’est pas même 
une démonstration : l’unique déduction possible de cette forme. 


(*) Il faudrait la nommer méthode ou purisme de Taylor. 

(es) JS'ous craignons que la franchise avec laquelle nous présentons la vérité , 
ne nous fasse accuser de méconnaître le prix attaché aux travaux de l'illustre 
géomètre dont nous parlons. Ponr prévenir cette accusation , qu'il nous serait 
pénible d'avoir encourue innocemment , nous déclarons , avec la même fran- 
chise, que nous ne le cédons h personne dans l'estime qu’on porte aux productions 
mathématiques de ce géomètre. — A la lin de notre Philosophie générale, 
nous donnerons I’Histoire philosophique dis progrès des Sciences msthé- 
«SATIQIES, où se trouvera fixé, d'après l'importance des découvertes, le rang 
des mathématiciens qui y ont coopéré : la place distinguée de M. le comte 
Lagrange, dans l'Algoritbmie elle-même et sur-tout dans la Mécanique, mon- 
trera arec évidence quelle est l'opinion que noos nous faisons honneur d'avoir de 
ce grand géomètre. — Il ne s'agit ici que du Calcul des Fondions , qui est , 
eu quelque sorte , une production métaphysique. 
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est celle que nous venons de donner. — Nous devons encore observer 
qu'en partant d’une forme plus générale des séries , c’est-à-dire , eu 
donnant, dans l’expression (x), des déterminations plus générales a 
la fonction arbitraire tfx , par exemple, en faisant px = ar*- \-bpc'*'. 
-f- car***'-}- etc. , ou pourrait arranger des Calculs ou des Théories de 
dérivation plus générales ; mais , pour mettre fin à toutes ces spécu- 
lations de dérivations , qui paraissent cire une véritable mode parmi 
les géomètres de nos jours, nous donnerons, dans la note que nous 
venons de nommer, les lois factices du Calcul de dérivation le plus 
général, fondé sur la forme (vin) des séries , qui est la forme la plus 
générale de ces fonctions techniques ; et nous montrerons , dans cette 
généralité absolue, toute l'inconséquence qu’il y a de vouloir faire 
dériver, de ces calculs qui ont des principes purement techuiqucs , 
le calcul différentiel qui est éminemment théorique. 

Dans cet aperçu de la métaphysique des séries , il nous reste à 
faire une observation majeure , concernant ce qu’on appelle leur 
état convergent et leur étal divergent. — On voit actuellement , 
suivant la déduction que nous avons donnée de ces fonctions tech- 
niques, que, quelle que soit la valeur numérique des fonctions <px, 
(p (•r-f-£), etc., qui servent de mesure algorithmique, 

pourvu que les quantités A,, A,, A,, etc. formant les cocfliciens 
des séries, soient déterminées d’apres les principes (vi)' de la 
formation de ces quantités , la série sera toujours la génération 
technique, une génération secondaire, de la fonction qu’elle sert 
à développer , et pourra ainsi remplacer cette fonction dans 
tonies les opérations algorithmiques. De là vient proprement la 
signification déterminée des séries dites divergentes ; signification 
qui était un des points les plus obscurs de la métaphysique de 
l’Algorithmie : on voit, en effet, suivant notre déduction, que 
toutes les séries en général, convergentes ou divergentes, sont, 
dans tous les cas , les résultats des transformations consécutives 
véritables des fonctions qu’elles servent à développer , en fonctious 
prises pour moyen de ce développement. — Nous pouvons nous 
dispenser ici de parler des conditions de la convergence des séries,’ 
et d’autres résultats, faciles à déduire des principes métaphysiques 
que nous avons reconnus pour ces fonctious techuiqucs. 

V' oyons maintenant, en second lieu, le principe trauscendanlal 

do 
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de la transition de la Théorie à la Technie de l’Algorilhmie , ou 
le principe de la génération technique des fonctions algorithmiques, 
dans le cas où l'on emploie , pour cette génération , l’algorithme 
primitif de la graduation, et nommément l'algorithme des facultés; 
cas auquel correspond le second des deux schémas généraux (1 ) i 
de la génération en question, savoir, (xii) 

Fx = A X ®x, 

A étant une qnantké dépendante ou indépendante de et Qx 
une fonction considérée comme dépendant de la mesure algorith- 
mique. — Or, pour peu qu’on analyse ici la conception qui donne 
le schéma de cette transformation de la fonction Fx , on trouvera 
d’abord que la quantité A peut réellement dépendre de la variable x, 
et par conséquent que , par cette raison, ce second cas ( xn ) des 
transformations algorithmiques, diffère essentiellement du premier 
cas (n) où la quantité A , résultante de la transformation , était 
nécessairement, dans les séries et dans les fractions continues , une 
quantité constante ou indépendante de la variable x. On trouvera 
de plus que, lorsque la quantité A est ainsi dépendante de x , elle 
doit être de nature qu’étant réduite à zéro par la variable x , elle 
donne, pour celle variable, une valeur telle que la fonction Fx 
se trouve également réduite h zéro par cette valeur de la variable, 
afin que la fonction ait généralement une signification dé- 
finie; et, sous ce point de vue, la quantité A étant généralement 
comparable avec la fonction proposée Fx, formera évidemment 
elle-même la mesure algorithmique. On trouvera enfin que , dans 
le cas en question , la quantité A n’est point nécessairement égale 
à zéro toutes les fois que Fx — o , parce que , la fonction ®x étant 
eu général considérée comme dépendant de la mesure , il faut que 
cette fonction se réduise à zéro, toutes les fois que Fx = o, pour 
la possibilité de la comparaison générale des fonctions Fx et $x ; 
excepté le seul cas où la quantité A, remplissant elle-même la 
fonction de mesure, se trouve, par la valeur de x, réduite à zéro 
lorsque Fx = o. U s’ensuit que , dans le cas où A est considéré 
comme dépendant de x , si l’on désigne en général par fx cette 
fonction A, et si l'on opère la première transformation 

F* =/.* x <t>.x , 

5i 
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la quantité fjc sera nécessairement une fonction déterminée de x, 
et non une fonction arbitraire. Il en sera de même de la seconde 
transformation <D,x ses fx x $,x ; et de toutes les transformations 
subséquentes Q,x=f,x X <b.x , ®.x s= fyX x <&>•*, etc. : les fonc- 
tions fx.f^x , ftij etc. , seront toutes des fonctions déterminées, 
et non des fonctions arbitraires. — Le résultat de ces transformations 
consecutives, sera (xm) 

Fx — fjc x f,x X f*x X fyX x etc. : 

où les fonctions f,x ,f t x,f,x , etc. , déterminées par les fonctions 
que l’on considère comme dépendant de la mesure algorithmique, 
formeront évidemment elles-mêmes cette mesure , mais une mesure^ 
donnée par la nature de la fonction Fx, et non, comme dans le 
cas des séries et des fractions continues, une mesure arbitraire. 
- 1 - Quant aux principes de la détermination de ces fonctions , ils 
consistent visiblement, suivant la déduction précédente , dans la 
condition principale d’après laquelle, dans le cas on elles se ré- 
duisent à zéro, ces fonctions doivent donner, pour la variable x, 
des valeurs telles, que la fonction proposée se réduise également 
à zéro par ces valeurs de la variable; et de plus, dans la condition 
accessoire d’après laquelle , dans le ce» «i’mte valtur déterminée 
de la variable, par exemple x = o , les fonctions en question 
doivent donner, par leur produit indéfini, la quantité que, dans 
ce cas, donne la fonction proposée. 

Ce développement par graduation (xm) de la fonction Fx, qnc 
nous nommerons Produites continues, et qui forme une espece 
particulière de facultés, a donc encore son principe transcendantal 
dans la conception de la finalité algorithmique qui en est l’objet , 
c’est-à-dire , dans la conception des moyens propres à atteindre 
kfn qui se trouve impliquée dans le schéma (ni) de cette géné- 
ration technique : en effet , supposant que la quantité A de ce 
schéma dépende de x , et quelle ne soit pas contenue dans la 
fonction ®x, le développement (xm) constitue visiblement l'unique 
procédé possible de réduire , de plus en plus , la fonction proposée 
Fx , par le moyen des fonctions auxiliaires 4>x, à la forme des 
fonctions f,x, f x x,f % x, qui sont les mesures algorithmiques ; et par 
conséquent , cc développement constitue le moyen unique de la 
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transformation de la fonction proposée Fx , en fonction des quan- 
tités fjc, fx,f,x, etc. j transformation qui est le véritable objet 
de évaluation algorithmique ou de la génération technique , dans 
le cas particulier où cette évaluation dépend de l’algorithme pri- 
mitif de la graduation, et spécialement d'un algorithme particulier 
des facultés. 

Lorsque, dans le schéma (xn), la quantité A est considérée 
comme indépendante de la variable x de la fonction proposée Fx, 
ce schéma n’est possible que par l’emploi de l'algorithme général 
des facultés; et nommément delà manière que voici:.... (xiv) 

J Fx=('i'3)* r l Ç , 

s et Ç étant deux quantités données , +3 désignant une fonction 
de z, et <px nne fonction arbitraire de la variable x, prise pour 
la mesure algorithmique. En effet, suivant cette génération tech- 
nique de la fonction proposée Fx , tous les facteurs finis "tz, 
'f'(ï-f-Ç), etc., ainsi que les fatteurs élémentaires 

qui en résultent d’après (3i), formant la faculté en question, sont 
indépendans de la variable x. Mais , dans ce cas de l’évaluation 
de la fonction Fx , il faut que la fonction 'f'z soit déterminée con- 
venablement ; ou bien , lorsqu’elle est arbitraire, qu'elle contienne 
une infinité de quantités indéterminées, par exemple, qu’elle soit 
fonction d'un polynôme infini A.-\-A t z-\- Ajf -f- etc. , dans lequel 
A . , A , , A, , etc. seraient des quantités indéterminées qui rece- 
vraient leur détermination de la nature de la fonction proposée Fx, 
et de la nature des fonctions arbitraires SEz et tp.r. Pour concevoir 
cette nécessité, il suffit de remarquer que, suivant le schéma gé- 
néral (vin) des séries, on peut avoir les développemcns 

Fjç Af. -j- 3f t .px -f- Af, . px ' 3 ^ -j- A/j . ‘ ’ — f- etc. , 

= jyr # + N,.<px 4 - Nt.pjèj etc., 

Ainsi, la génération technique (xiv) donnerait la relation d’égalité 
o = (AT. — N.) + (3f. — N,) .<px+ (M, — N .) . ?x s > *+ etc. ; 
et afin que cette relation pût avoir lieu pour toutes les valeur* 
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de or, il faudrait qn’on eût séparément (xv) 

M. — JV. = o; M, — N, — o , M, — N, = o , etc. 

Or, ces dernières relations ne sont possibles que par une détermi- 
nation convenable de la fonction S'a, ou bien par l’influence des 
quantités indéterminées A, , A,, A ,, etc. , qui devraient être con- 
tenues dans celte fonction , lorsqu’elle serait arbitraire. 

Nous nommerons Facultés strictement dites , la génération 
technique (xiv) dont il est question, qui embrasse visiblement l’espcco 
générale de l'algorithme des facultés ; et nous observerons que cette 
génération technique a encore son principe transcendantal dans la 
conception de la finalité algorithmique qui en est l’objet, on dans 
la conception des moyens propres pour atteindre la fin qui est 
impliquée dans le schéma général (xn) : en effet, comme nous 
l’avons déjà remarqué, lorsque la quantité A, contenue dans ce 
schéma , doit être indépendante de la variable x de la fonction 
proposée Fx , la génération technique qui est exprimée par le 
schéma ( xn ) , n’est possible que par l’emploi de l’algorithme 
général des facultés; emploi qui est précisément l’objet de la géné- 
ration technique (xiv) dont il s’agit, et qui rend possible la trans- 
formation de la fonction proposée Fjd , Ton fonction de la quantité 
çx prise pour mesure. 

Tels sont donc les algorithmes techniques particuliers, les séries 
(vin), les fractions continues (ix), les produites continues (xm) et 
les facultés strictement dites (xwr), qui forment, deux à deux, les 
deux classes générales et primitives de la génération technique ou 
de l’évaluation des fonctions algorithmiques, données immédiate- 
ment ou médiatement : les séries et les fractions continues forment 
la classe de la génération technique opérée par le moyen de l’algo- 
rithme primitif de la sommation, et nommément par l’algorithme 
de la numération; les produites continues et les facultés 'strictement 
dites forment la classe de la génération technique opérée par le 
moyen de l’algorithme primitif de la graduation, et nommément 
par l’algorithme des facultés. 

Ce que nous venons de dire de ces quatre algorithmes tech- 
niques , n’est encore que la déduction métaphysique de leurs con- 
ceptions générales respectives , dont les schémas algorithmiques 
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*ont les expressions (vm), (ix), (xm) et(xiv). — Qnant à leurs 

LOIS FONDAMENTALES et aux CIRCONSTANCES IMMEDIATES, formant 

la seconde et la troisième partie de leur métaphysique , c'est là pro- 
prement l’objet de la seconde partie de cet Ouvrage , où nous 
donnerons l’ensembl* des principes de l’application de ces algo- 
rithmes. — 11 faut ici remarquer que ce que nous avons dit, en trai- 
tant la théorie générale des équivalences, concernant les dévelop- 
pemens par sommation et par graduation des fonctions algorith- 
miques, appartient déjà à la déduction métaphysique que nous 
venons de donner des conceptions générales des quatre algorithmes 
techniques en question; aussi, faut-il rapprocher ces considérations 
métaphysiques, pour en tirer réciproquement une clarté plus grande 
et une détermination plus précise. 

C’est ici le lieu do compléter la métaphysique des algorithmes 
théoriques des numérales et des factorielles. — Nous avons dé- 
duit leurs conceptions générales , et déterminé les schémas (24) et 
(a 5 ) qui en résultent; et nous avons promis de faire connaître 
leurs lois fondamentales et les circonstances immédiates, formant 
la seconde et la troisième partie de leurs théories, lorsque nous con- 
naîtrions les lois ou du moins les principes de la génération des algo- 
rithmes de la numération et des facultés, dont les numérales et les 
factorielles sont des cas particuliers. — Voici ce complément. 

D’abord, pour ee qui concerne l’algorithme des numérales, dont 
le schéma général, suivant (24), est 

A.-rf -f- J, .*?+'+ A t . n f l + ar + etc. = N, 

il est évident qu’un nombre quelconque N étant donné, on pourra 
toujours prendre ft assez grand pour que N divisé par n-“ soit plus 
petit que »; et alors on aura 

— + A t .n -f- ^..n^-f-etc.^ 

ir • 

ou bien, dans la simplicité première , en faisant r= — . .(x\i) 

— = A. -f- A,.n~' -f- A,.n~‘ -f- etc. 

n'* 

Ainsi , pour développer un uombre quelconque donné„iV, au moyen 
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de l'algorithme de* numérales, il suffira, en ge'néral , suivant le 
schéma précédent(xvi), de déterminer les cocfficiens.//., //,,//., etc., 
entre les limites du nombre n pris pour mesure; et c'est le pro- 
cédé de cette détermination qui forme évidemment la loi fonda- 
mentale de la théorie des numérales. Or , en (^servant que la quan- 
tité N est ici un nombre donné et constant, ainsi que la quantité 
n servant de mesure , ou conçoit que , pour assimiler cette génération 
du nombre N à la transformation des fonctions opérée par l’algo- 
rithme général de la numération, transformation qui nous a con- 
duit aux expressions générales (vin) et (ix), il faut considérer, dans 
le schéma (xvi) , le nombre N et la mesure n, comme étant déjà 
des déterminations particulières ou arithmétiques de fonctions géné- 
rales ou algorithmiques ; et il faut chercher la nature de ces fonctions 
générales ou algorithmiques , desquelles peut provenir la génération 
(xvi) du nombre N, c’est-à-dire, la nature des fonctions au moyen 
desquelles on peut, suivant les procédés de la transformation tech- 
nique des fonctions, déterminer les cocfficiens A., A,,A„ etc., 
dont il est qnestion. Il faut donc déterminer une fonction Fx d'une 
variable x, et une /onction <px de la même variable , telles que , 

d'une part , elles donnent respectivement les nombre^ ~ et i pour 

• une valeur déterminée de cette variable , et que , de l’autre, elles 
puissent servir à 1a détermination des cocfficiens A,, A,, A , , etc. en 
question , suivant les procédés de la transformation techuique de 
laquelle résulte l’expression (x) qui est évidemment la formule 
de l'expression (xvi) dont il s’agit. Or, ces fonctions respectives et 
uniques sont. . . . (xvn) 

Fxss= (£)’’ c * * x =G) ; 


comme nous allons le voir. 

On aura , pour la première transformation , 

(£)“(*•+£)•* 

S 9 . 

a. étant un nombre entier pins petit que n, et — une fraction 
plus petite que l’unilé, ce qui donnera 
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(5r-©r+ç-<sr*+f î T i -sr-<+--» 

et partant 

■ -=(?)•> 

de manière que, jc étant infiniment grand ^ la mesure if jc=Q^* et 
la quantité partielle <X>^r = ^ ^ deviendront zéro en mémo 

temps. On aura, pour la seconde transformation 

: <&'&-<&<«+&. 

» * fi* 

a, étant encore un nombre entier plus petit que n , et — une frac* 

t n? 

tion plus petite que l’unité ; ce qui donnera 

(£>= ©■+ T •©"•*.+ 7 • ^ •©-’•*: + «• . 

C 

et partant 

de manière que, jc étant infiniment grand, la mesure = G V 

• # • / JV ff \* ** 

et la quantité partielle <&,jc =s ^ — j deviendront encore zéro en 

même temps. Procédant, de la même manière, à la transformation 

de la quantité , et poursuivant ces transformations, à 

1 indéfini s il le faut, on obtiendra, d’après la formule générale 
(x), l’expression (xyiii) 

(jjjr) = ■’ 4, . n~* •+■ A t . n~“ ■+■ + etc. , 
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qui , dans le cas particulier où x— i , donnera la génération du 
nombre .V dont il est question, savoir, 

~ = a. -f- a, . n~! -f> o, . n~ % -f- a,.n -5 -f- etc. ; 
n * 

ou bien (xix) 

N^a.-nf 1 -f- a,.n?~ 3 -f- a,.n ! ‘~ 3 + etc.’ 

Telle est donc la loi de la génération d’un nombre an moyen de 
l'algorithme des numérales, et par conséquent la loi fondamen- 
tale de la théorie de cet algorithme. — Telle est encore, et avec 
évidence, la déduction Métaphysique de la possibilité de cette 
génération d’un nombre. — C’est donc là le principe sur lequel se 
fonde l’opération arithmétique par laquelle on exprime , au moyen 
de l’algorithme des numérales , c’est-à-dire , au moyen d’un sys- 
tème de numération arithmétique, un nombre donné quelconque : 
cette opération est le fait algorithmique ; l'objet de la déduction 
précédente en est le principe métaphysique. « 

Avant de procéder aux circonstances immédiates de la théorie 
des numérales, observons que si, suivant la loi générale (vm) 
des séries, on prenait, pour schéma de l’algorithme des numérales, 
l'expression plus générale ou plus composée. ... (xx) 

N = A..rf\ f + A,.n^- y ^ r + A t .n^- 3 ^ T + etc.; 

n et r étant des nombres formant la mesure algorithmique , on pour- 
rait développer un nombre quelconque N, au moyen de cet algo- 
rithme plus composé, en procédant, dans la transformation de ce 
nombre , suivant les principes de la transformation de laquelle ré- 
sulte l’expression générale (vin), et en observant que l'expression 
en question (xx) donne 

= A. + A,. (n + /ir )~‘ l ' -f A t . (n + •' ' -f- etc. , 

ou bien 

j/'fr ~~ r)' 1 ”! r)* 1- ' etC ’ 

Par 
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Par exemple , si le nombre proposé était i , et si les nombres n 

et r servant de mesure, étaient n— i et r= — a , on aurait d’abord, 
en faisant ft=0, 

\ =4. etc. , 


et procédant d'apres les principes en question, on obtiendrait les 
transformations : 


»•. G)’= (o+ï) r =(i)'+o, 

a-, (i)':G)'=0+i)'=G)'-i-{*Gy- . . + 7 .^.G)~M*+et C .) , 
5‘. (t)- : Ci)'=(^l- i)'=G)'-H { f Ci)^— • a -Ht- — •C iî'-'-aH-etc.} , 
4*. î=l.G)— .3*+etc.}, 


etc. , etc. ; qni donneront , dans le cas particulier où x = i , la 
génération suivante (xxi) 


I I , 1 . H 1 | / t . 

:= 1 •§+ a *o + 5 -o^ + 4-5X7i + 

Tel serait l'emploi de l'algorithme des numérales, en le prenant 
dans sa plus grande géuéralité. — Ou voit que, sous ce point de 
vue , on pourrait former des systèmes de numération arithmétique 
bien plus généraux que les systèmes connus, lesquels derniers pro- 
cèdent simplement suivant les puissances des nombres pris pour 
mesure. Mais , c’est précisément dans cette simplicité primitive que 
consiste la primauté des systèmes ordinaires de numération arilh-* 
métique : les systèmes plus généraux dont il est question , et qui 
procèdent suivant les factorielles des nombres servant do mesure , 
exigent déjà eux-mêmes la détermination numérique que donnent 
les systèmes ordinaires. 

Quant aux circokstskces immédiates formant la troisième partie 
de la théorie des numérales , dont il nous reste encore à parler , 
elles proviennent de la double manière, directe et inverse, dont on 
peut établir la comparaison algorithmique des fonctions partielles ®x 
avec la mesure fx, savoir, «tx : <px et <px ; 4>x. — Ces circonstances 
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donnent ainsi , pour résultat, d'après la seconde de ces comparai- 
sons, un algorithme particulier des numérales, conforme à la loi 
générale (ix) des fractions continues. Nous le nommerons Frac- 
tions CONTINUES NUMÉRALES. 

Sans alléguer tons les argumens, qu’on pourra facilement sup- 
pléer après ce que nous venons de dire de la loi fondamentale de 
la théorie des numérales, nous présenterons ici immédiatement 
la génération d’un nombre au moyen de l’algorithme particulier 

formant les fractions continues numérales. — Soit ~ un nombre 

quelconque donné; et soit ~ la quantité servant de mesure, dans 

laquelle n<m, mais différant d’une quantité assez petite pour que 
toutes les déterminations que nous indiquerons “«oient possibles. 
Faisons 



et nous aurons, suivant les procédés des tranformations qui donnent 
1 expression générale (ix), les transformations particulières sui- 
vantes : 

e)'='(ï)=(K)=(*.+ÿy= 

GH£)=(K)M-.+£)= 

=(*■) + !f (»*) ■“■ + t î î 1 Cv’) 

etc, etc. ; 

où Ion suppose que a , , a,, etc. sont des nombres entiers, et 

A” A" N" , . , . , ' 

M" M“' Üf’ ’ elc ' “es quantités plus petites que l'unitc. Or, dans 

le cas particulier ou ar= i , les transformations précédentes donnent 
évidemment. . . . (xxn) 
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N , 

M — a ' + 


a, +- 


«» + — 


o> + «te. ; 


et si, de plus, on suppose que n ne diffère de m que d’une quantité 
indéfiniment petite, on aura. . . . (xzim) 


N 


=za. + '- 


«i + 


“* + 


c, + etc. , 


qui est le sche'ma de l'algorithme particulier en question , que noua 
nommons fractions continues numérales. — Telle est donc la déduo 
tion métaphysique, ou le principe de l’opération arithmétique qui 
conduit à cette espèce particulière et numérique de fractions con- 
tinues; espèce qui , suivant cette déduction , appartient évidemment, 
comme corollaire immédiat, à la théorie des numérales. 

Venons, en second lieu, au complément de la théorie des facto- 
rielles, qu'il nous reste encore h donner. — Le schéma de l'algo- 
rithme des factorielles , suivant (a5), est a 

* m ' 5 = (* + o) (* + £) (x+ aÇ) (* + 3?) 

I 

Or, considéré par rapport à sa forme , cet algorithme n’est autre 
chose qu’un développement par graduation, pris dans sa sim- 
plicité primitive ; et alors , tout ce que nous avons dit de ce dé- 
veloppement, eu traitant la théorie générale des équivalences, 

se rapporte ici immédiatement. Ainsi , la factorielle en 

question , doit avoir un développement par sommation dont le 
schéma sera évidemment 

x* 1 ' = jT + M,.xT—' + -h Af,.*"- 1 1 + etc. ; 

les coefficiens M,, M,, M,, etc. formant les sommes des combinai- 
sons des quantités oÇ, iÇ, aÇ, 5Ç,. . . . , prises respectivement di 
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i à i , de a à 2, de 3 à 3, etc. sans permutations; de manière que 
si, en général, on désigne, comme plus haut, par (o....n)^ la 
somme des combinaisons des nombres o, 1 , 2, 3,. . . ,n, pris de fi. 
à fi, sans permutations, on aura 

M, = (o...(m — 1 )),.?, — (m — O).-?*» 

M, = (o. . .( m — etc-, etc. ; 

et par conséquent. .. .(xxtv) 

x m ^ = x*+ (o. . . (ni — >))..£ r " -, -+*(o. . . ( m — 

+ (o. . . (ni— s)y.^jr ~ > + etc. 

C'est ce développement par sommation de la factorielle générale 
x m \^, qui est la loi fondamental* de la théorie des factorielles : 
c’est, en effet, par ce développement que les factorielles , qui sont de 
simples développcmcns par graduation , se trouvent ramenées à 
l'algorithme primitif et primordial de la sommation, et par consé- 
quent li&*s avec cet algorithme. — Mais, il faut observer que la loi 
en question (xxiv), qui est dérivé» de la première (/1/1) des deux 
lois fondamentales de la théorie des équivalences, ne se trouve 
proprement démontrée que pour les cas où l’exposant m est un 
nombre entier : nous ne pourrons en avoir la démonstration géné- 
rale que lorsque, dans la seconde partie de cet Ouvrage, nous con- 
naîtrons la loi fondamentale des facultés en général , de laquelle 
nous déduirons, comme cas particulier , cette loi fondamentale des 
factorielles. Toutefois, nous devons remarquer que déjà ici, suivant 
ce que nous avons dit dans la théorie des équivalences et dans la 
déduction des produites continues (xin), nous pouvons supposer 
une généralité absolue à la loi (xxiv) en question ; et cela meme , 
non seulement en nous fondant sur la simple fonction logique du 
jugement, qui constitue I'inucction, mais bien sur une véritable 
fonction transcendantale de cette faculté intellectuelle. En effet , 
nous avons vu , dans la théorie des équivalences , que l’accord des 
deux algorithmes primitifs, de la sommation et de la graduation , 
dans les dévcloppemens primitifs ou simples, dépendans de ces 
algorithmes , est un véritable phénomène téléologique , une finalité 


v 


r 
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dans les différentes fonctions du savoir de l'homme , et nous voyons , 
par le sens de la déduction des produites continues , que les facto- 
rielles forment réellement des développemeus primitifs par gradua- 
tion; de manière que le développement par sommation qui entre 
dans l’expression de la loi (xxtv) dont il s'agit, et qui forme éga- 
lement un développement primitif ou simple , doit , suivant ce 
principe téléologique , être équivalent à la factorielle pour 
toutes les valeurs de l’exposant m , pourvu que les coctlicieus 
(o. . . .(m — i)),.£ , (o. . . •(»»— »)).•?*, etc. de ce développement, 
se trouvent exprimés, en général, en fonctions de cet exposant (*). 

Les circonstances IMMEDIATES qui forment la troisième et der- 
nière parti# de la théorie des (àctoriellcs , proviennent encore , 
comme dans la théorie des numérales, de la double manière dont 
on peut envisager la génération des facultés prises dans toute leur 
étendue; et nommément comme donnant, d'une part, l’espèce gé- 
nérale (xtv) de facultés, lorsque, dans le schéma général (ni), la 
quantité A est considérée comme indépendante de la variable xde la 
fonction proposée /’x; et comme donnant, del’aulrcpart , l’espèce 
particulière {xi u) des facultés, lorsque, dans le schéma (xn), la 
quantité A est considérée comme dépendante de la variable x de 
la fonction Fx. Or, le résultat de ces circonstances, dans la théorie 
des factorielles, est évidemment un algorithme particulier de fac- 
torielles, conforme à l'espèce particulière (xnt) des facultés en gé- 
néral, c’est-à-dire , couformc aux produites continues. — Le schéma 
de cet algorithme particulier , que nous nommerons Produites 
CONTINUES FACTORIELLES, est.... (xxv) 

x(x-f-^)(x-f-a|)(x-l-5Ç) à l’infini. ^ 


(*) C'est sur ce principe téléologique que se fonde la déduction que Kramp 
donne de cette loi de» factorielle»; et c’est encore sur le même principe que se 
fondent toute» le» déduction» du célèbre binôme de Newton , tant qu'on re»te 
dais la Théorie de l'Algorilhmie , «t qo’on n'emploie pas, pour ce» déduction» , 
le» procédés de la Technie de l'Algorilhmie : c’e»t cette Technie qui seule réunit 
ou identifie en quelque sorte , dan» le» algorithmes de la numération et de» fa- 
culté», le» deux algorithmes primitifs, la sommation et la graduation, de l'in- 
dépendance duquel» vient précisément la difficulté en question. 
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Mais, pour peu qu'on examine ccs produites factorielles, on Toit 
qu’elles ne sauraient, en général , donner des valeurs déterminées 
et finies , que dans leurs rapports ; et voici l’expression de ccs rap- 
ports, lorsqu'ils sont considérés dans leur simplicité primitive : 

. . .(xxvi) 

(a 4 - .t )*^ .(<7 -f- t)°°l E __ f (a + x)- 1 * 

(4 + »)®lf.(p-t-x)®U 4“‘(4+*)»U’ 

en faisant m , n — r> ~ >> , et en supposant m— n. Nous en 

donnerons la déduction dans la seconde partie de cet Ouvrage, où 
nous distinguerons cette expression comme formant un cas particulier 
de l’expression de ces rapports , que nous donnerons pour les facul- 
tés en général. 

Revenons à la Teclinie de PAlgorithmie. — Les quatre algorithmes 
techniques que nous avons déduits jusqu’ici, et qui , deux à deux , 
forment les deux classes de génération technique , dépendantes res- 
pectivement de l’emploi de la sommation et de la graduation, consti- 
tuent évidemment les algorithmes techniques primitifs. Ce sont donc 
ees quatre algorithmes, les séries , les fractions continues, les facul- 
tés (strictement dites) , et les produites continues, qui, dans tous 
les cas, doivent servir, du moins comme élémens, à l’évaluation 
on à la mesure des fonction» algorithmiques . De plus, puisque ces 
deux classes générales de fonctions techniques, ne sont que des 
modifications ou des déterminations particulières des deux algo- 
rithmes théoriques primitifs, de la sommation et de la graduation, 
il est visible que ces algorithmes techniques étant combinés , si 
cela était possible, ne feraient que reproduire les algorithmes dé-- 
rivés théoriques , et ne donneraient nullement des algorithmes 
techniques nouveaux ou différensj de manière qu’il n’existe point, 
quant à la forme de génération , d’autres algorithmes techniques 
élémentaires, difiërens de ceux que nous avons déduits jusqu'ici. 
Toutefois, si l'on distingue, non la forme de génération qui ne saurait 
être différente, mais le procédé, direct ou inverse, de la détermi- 
nation de la fonction proposée Fx, pour avoir sa génération tech- 
nique, on trouvera qu’il existe une classe d’algorithmes techniques 
dérivés, provenant des algorithmes primitifs qne nous connaissons. 
En effet, les quantités A ,, A„ A ,, etc., qui entrent dans les séries 
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(vin), dans les fractions continues (ix) et dans les facultés stricte- 
ment dites (xiv), sont évidemment des quantités formées au moyen 
de déterminations particulières des fonctions proposées Fx que 
ces algorithmes servent h évaluer ; de manière que , quoique les 
fonctions générales Fx ne soient point données, pourvu que leurs 
déterminations particulières qui sont requises pour les algorithmes 
techniques en question , soient connues ou du moins puissent être 
déduites de quelques autres données, on pourra toujours, suivant 
un procédé inverse, obtenir, par le moyen des trois algorithmes 
techniques que nous venons de uonuner, l'évaluation générale de la 
fonction Fx à laquelle se rapporteront les déterminations particu- 
lières qu'on aura employées.— C’est ce procédé inverse , formant 
évidemment une classe d'algorithmes techuiques dérivés , qui est 
ce qu’on appelle méthodes d'inlerfioltUion. — Ces méthodes ont 
donc la forme de génération des trois algorithmes techniques en 
question, des séries, des fractions continues et des facultés stricte- 
ment dites, au moyen desquels elles peuvent avoir 4icu ; mais, le 
procédé de la détermination *dcs fonctions que ces méthodes servent 
à évaluer, est ici inverse de celui qu’on emploie dans les algorithmes 
techniques primitifs : dans les méthodes d'interpolation , la fonction 
générale ou du moins sa génération technique , qui est l’objet de 
ces méthodes, est dérivée des détermina lions particulières de cette 
fonction, données immédiatement ou racdialemciil ; tandis que, 
dans les algorithmes techniques primitifs, ces déterminations par- 
ticulières sont dérivées de la fonction générale qui est donnée. 

Telle est la déduction architcchtoniquc des Mi ruonts d'interpo- 
1 . ati on. — Voici quelques aperçus de leur métaphysique, et nom- 
mément l’exposition de leur conception générale. 

D’abord , il faut observer que l’expression ou la génération 
technique qu'on obtient pour une fonction inconnue , au moyeu 
des méthodes d’interpolation, est elle-même une fonction d’une 
quautité variable ; de manière que , lorsque cela est possible , 
cette expression forme une fonction générale, et est susceptible 
d’une continuité iudéfiuie. Mais, cette continuité que reçoit ainsi 
une fonction cherchée , ne lui vient point des méthodes memes d’in- 
terpolation : ces méthodes ne donnent en effet qu’une géné- 
ration secondaire, une génération technique, de la fonction à la- 
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quelle se rapportent les déterminations particulières, sur lesquelles 
se trouvent fondées les méthodes en question ; et il faut que ccttu 
dernière fonction ait, par elle-même, une génération primitive et 
théorique , susceptible d'une continuité indéfinie, pour que les fonc- 
tions obtenues par les différentes méthodes d'interpolation , soient 
également susceptibles d’une continuité indéfinie. Ce n’est donc 
point des méthodes d'interpolation que ccrtaiucs quantités re- 
çoivent leur continuité, comme paraissent le croire les géomètres; 
mais au contraire, les fonctions que donnent les méthodes d’interpo- 
lation , reçoivent leur continuité algorithmique de ce que les quan- 
tités correspondantes ont, par elles-mêmes, une génération primitive 
ou théorique , jusceplible d’uue continuité indéfinie. Par exemple , 
les fonctions dérivées différentielles et successives de la fonction .i", 
savoir, nuc"~‘, m(m — »i(ro — i) (in — a) . jr" -3 , etc., peu- 

vent donner, par l'application des méthodes d'interpolation, une 
fonction générale dépendante de l’ordre fi des différentielles; et 
quoiqu'on ne puisse attacher aucune signification de dérivation dif- 
férentielle aux cas où fie st fractionnaire, la fonction générale obte- 
nue donnera néanmoins, pour ces cas , des valeurs déterminées , 
et elle aura ainsi une continuité indéfinie. Mais, cette continuité 
qui est ici purement accidentel!*, ne provient point, dans ht fonc- 
tion générale en question , des méthodes mêmes d’interpolation : 
elle provient de ce que l’ordre général des différentielles dont il 
s’agit, a une expression algorithmique théorique, ou une génération 
primitive, qui se trouve susceptible d'une continuité indéfinie. En 
effet, celte expression générale est 

d*. c” « ! — l m — u 

= m . x ; 

dj* 

où l'on voit qu’à cause de la continuité indéfinie de la factorielle 
m ,l|— ', dépendante de l'exposant /c, cette expression est réellement 
susceptible d'une continuité indéfinie, quoique purement acciden- 
telle : si l’on désigne par $ la différentielle prise par rapport à la 
quantité n considérée comme variable, on aura, d'après l’exprcs- 
siou (3ï) de#* facteurs élémentaires des factorielles , l’expression 
générale suivante : 

â 


I 
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qui est le principe de cette continuité. 

En second lieu et réciproquement, lorsque les déterminations 
particulières d'une fonction inconnue, auxquelles s’appliquent les 
méthodes d'interpolation , sont de nature que la fonction corres- 
pondante n'ait point, par elle-mêmo, une continuité indéfinie, les 
méthodes d’interpolation ne*pcuvcnt donner des fonctions qui aient 
une telle continuité. Par exemple , les fonctions que nous avons 
remarquées ci-dessus en parlant des rapports algorithmiques, et 
que nous avons nommées lameds, ne sauraient, par l’application 
des méthodes d’interpolation, recevoir une continuité indéfinie; 
parce que, comme nous l’avons, déjà observé, ces fonctions n’en 
•ont point susceptibles dans leur génération primitive. Il en est 
de même des fonctions que nous avons nommées alephs : ces 
fonctions , -étant considérées par rapport à leur exposant, ne sont 
pas non plus susceptibles d’une continuité indéfinie dans leur gé- 
nération primitive ou théorique (*); et elles ne sauraient, par con- 
séquent, recevoir cette continuité de l’application des méthodes 
d'interpolation. 

En réunissant ces argrtmens, nous conclurons qne les méthodes 
d’interpolation ne donnent qu’une génération secondaire, la géné- 
ration technique, des fonctions dont les déterminations particulières 
auxquelles s’appliquent ces méthodes , sont connues immédiatement 
ou médiatement; et qu’elles ne forment proprement que des algo- 
rithmes occasionnels, dérivés des trois algorithmes techniques pri- 
mitifs, nommés plus haut, dont elles ne diffèrent que par le pro- 
cédé iflvorse (à particulari ad universale) de l’emploi des déter- 
minations particulières , desquelles elles dépendent. — Telle est la 
conception générale des méthodes d’interpolation : les schémas 


(*) La raison de ce que les fonctions alephs ne sont point susceptibles de 
continuité , quoiqu’elles proviennent d’une considération transcendantale , consiste 
dans ce qu elles se rapportent essentiellement à la Théorie des nombres , et par 
conséquent , à l'algorithme primitif de 1a sommation, dont 1e caractère distinctif 
est la discontinuité. 
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algorithmiques qui en résultent, sont nécessairement identiques avec 
les schémas (vin), (ix), et (xiv) des algorithmes techniques primi- 
tifs dont dérivent ces méthodes. — Quant h leurs lois fondamen- 
tales respectives, et aux circonstances immédiates, formant 
la seconde et la troisième partie de leur métaphysique , elles ren- 
trent dans l’objet de la seconde partie de cet Ouvrage., 

Les algorithmes techniques, primitifs et dérivés, que nous avons 
déduits jusqu’ici , sont les algorithmes techniques élémentaires. En 
effet , tous ces algorithmes dépendent immédiatement et séparément, 
du moins dans leurs principes respectifs, des algorithmes théo- 
riques élémentaires : il n'y entre encore aucune influence de la 
réunion systématique de ces élémens algorithmiques. — Or, cette 
réunion sc présente ici, comme dans la Théorie de l'Algorithmie , 
et avec la même nécessité : nous renvoyons à ce que nous avons 
dit , dans cette Théorie, concernant la déduction de cette réunion- 
nécessaire des élémens de l'Algorithmie; et nous "nous contente- 
rons ici d’observer que l'uuité systématique qui lie les algorithmes 
techniques élémentaires, ne peut consister que dans la forme , gé- 
nérale de ces algorithmes, et que cette forme générale est néces- 
sairement la forme primitive de toute l’Algorithmie. Eu effet, 
t outes les déte rminations d'identité qp jl&.^erstté systématiques , 
que peut recevoir la réunion des élemenS algorithmiques , et qui 
constituent le contenu de cette réunion, sont déjà données dans la 
Théorie de l’Algorithmie ; et il ne reste, par conséquent , pour la 
réunion systématique et nécessaire des algorithmes technique» élé- 
mentaires, que’ce qui peut appartenir à la forme de cette réunion: 
de plus , cette forme générale des algorithmes techniques est évi- 
demment la forme primitive de toute l’Algorithmie, en ce qu'elle 
embrasse 1 application même, indépendante et immédiate, deÿ algo- 
rithmes primitifs et opposés, de la sommation et de la graduation. 

Il nous reste donc à découvrir cette forme générale des algo- 
rithmes techniques , qui sera évidemment Yalgorithme technique 
systématique; et qui, en même lems , sera la loi algorithmique 
absolue. 

Pour procéder avhc méthode dans cette recherche, il suffit d'obser- 
ver que l'algorithme systématique en question, devant présenter la 
forme primitive de l’Algorithmie, doit suivre l'algorithme primitif de 
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la sommation , qui est évidemment le principe premier el constitu- 
tif (*) de toute l’Algorithmic ; et par conséquent que , dans la re- 
cherche en question , nous devons nous diriger au moyen de ce 
principe. — Nous allons le faire réellement; mais, nous n’en par- 
lerons plus explicitement, pour abréger l’exposition. 

D’abord, si l’on prend le schéma (vtu) des séries, savoir, 

Fx xx A , -4" ^ x .<px -J-A t '$x a ^ -4- At'tyx" 1 ^ -f- etc. , 

et si l’on fait abstraction de la nature particulière des fonctions con- 
sécutives <px , <f(x-4-Ç), p(x-f- 2 §) , etc. qui entrent dans cette 
expression algorithmique, on aura, pour résultat de cette générali- 
sation, un agrégat de termes de la forme. . . . (xxvn) 


Fx = Q. + -4- + etc. 

En second lieu, si l’on prend le schéma (ix) des fractions con- 
tinues, savoir, 

fx 


'-+77 ^ 

• + ,. + S£±4J 


et si Ton fait 


Fr— + 

‘ j . * . , »(x+5; ) 

’ Ay -J- rtc. , 1 A+ -4- «te. , 

etc., etc., et en général. 


y/j -f- etc. p 

- *( x + *0 


F X = - 
h 


1 “+' 


»(j-4-'f) 

, + ■ )£) 


on aura 


F~x — <P (x 4- rr %) . (A mJ _, 4- F m +xX)~\ " 

Déplus, si l’on désigne simplement par etc. les fonctions 


(*) Le principe premier régulatif de tonte TAIgorithmie , et/ je ^chéma ($), 
ou plu» généralement le echéma pO* ®ur lequel w fonde toute continuité algo- 
rithmique. • . 
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çx, <p(.r+ 2Ç) , etc., et si l’on forme J avec ces fonctions 

et avec les quantités A , les médiateurs suivait s , 

P. = 1, 

P m-t-i = ' P” 1 

P A m-t-% ■ } tn-t-i “1“ $m-h'r ' j 

“■ A . P n +» ~“f“ * P m-M J 

etc. , etc. j 

on aura 

F*x = |=-.(P „ +1 + P m .F^,x)-\ 

Or, en substituant la valeur de i r „ +l x , cette dernière expression 
donnera 

FnX =■ JT~ • (A„+,-+- F m +,r) . {f. + | . + Pm • f m+l} - ' ; 


et développant la puissance — 1 , 

c = £-.(- b 1 h etc.}; 

p « P.+.(.A',+. + F «+.0 >’ 

et revenant à la même puissance 

F„r = -±‘ p iÇEr' .{P. + ,(^.4-F. + ,x) + P..^, }- = 

Ainsi , en substituant successivement les valeurs de F m _ ht x , 
F m+t x, etc., et en procédant'. toujours de la même manière, on 
obtiendra le développement général suivant : 


rp v wmmm , $•* • » 

^ — pp PP 

• m • * «4.1 * sh*i • * m+t 


9 m‘ 9 m+ t » 

P m+t*P DMA 


qui donnera, pour le cas de «1=0, l’expression. . . . (xxvm) 


* FxsBA.+ gr- 


•**»«. V*»ie 


P.P, P, P. 


+ -irjr — elc. 


Donc si, dans cette expression, on fait abstraction de la nature 
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particulière des quantités dépendantes de la variable .r , on aura 
encore, pour résultat de cette généralisation, un agrégat de termes 
de la forme. . . . (xxix). 

Fx — ®. 4- 4* <&. 4- *3.+ etc. 

En troisième lieu, si l’on prend le schéma (xm) des produites 
continues, savoir, 

Fx =fjc x/.X +/.•* X etc. ; * 

et si, comme cela est possible d’après notre déduction, on décom- 
pose , en deux termes AJ et S, les facteurs successifs f,x,f,x, 
f,x, etc., c’est-à-dire, si l'on fait 

Fx = (Af.-{- Z.) ( AJ , -+- Z,) (M, -f- S,)... etc., 

les quantités AJ., AJ, *A/„ etc. , étant indépendantes de x, et les 
quantités Z., Z,, Z,, etc. formant des fonctions de cette variable; 
on aura encore, en supposant que la multiplication soit effectuée, 
et en faisant abstraction de la nature particulière des fonctions Z, 
pour résultat de ce développement et de cette généralisation, un 
agrégat de termes de la forme. . . . (xxx) 

Fx — -f- 4 - <t>, - 4 - -f- etc. 

En quatrième et dernier lieu, si l’on prend le schéma (xiv) des 
facultés strictement dites, savoir , 

Fx = (*3)* x|Ç , 

et si , en employant l’algorithme technique des séries , on forme le 
développement 

” = jy,-j-iV 1 .pjr-f-iV r ,.!px î ^ -|- N 3 . <px 3 ^ ; -f- etc. , 

• 

tel que nous l'avons déjà remarqué en parlant des facultés en ques- 
tion , on aura encore, en faisant abstraction de la nature particu- 
lière des fonctions çx, <F(x+Ç), ç(jc-)-a0,-etc. , pour résultat de 
cette généralisation, un agrégat de termes de la forme. . . . (xxxi) 

Fx $>, -j- G>, + $>, -f- + etc. 


% 
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Ainsi, tous les algorithmes techniques élémentaires peuvent être 
ramenés à la forme générale d'un agrégat de termes , à la forme que 
nous venons de reconnaître ’(xx vu), (xxix), (xxx), (xxxi). C’est 
donc dans cette forme que se trouve leur réunion systématique ; 
et par conséquent, c’est sous cette même forme que doit avoir lieu 
l'algorithme technique systématique , correspondant h cette réu- 
nion des algorithmes techniques élémentaires. De plus , et cela est 
évident, l'algorithme sy stématique en question , qui embrasse tous les 
-procédés techniques, est nécessairement le procédé technique absolu, 
et contient aiusi le principe de toute la Technic de l’Algorithmie. 

Soit donc Fx une fonction, donnée immédiatement ou médéa- 
tement, dont on demande la mesure ou l'évaluation, c’est-à-dire, 
la génération techuique; et soient fl., il,, il,, etc. des fonctions 
arbitraires de la variable x, prises pour la mesure algorithmique , 
fonctions qui peuvent être liées par une loi, ou n'avoir entre elles 
aucune liaison; on aura, suivant la déduction précédente, pour 
la génération technique en question, l'expression générale. . .(xxxn) 

Fx = A.. Cl, 4- J, .Cl, 4- A..CI, 4. J,. a, 4- etc. , 

A, y A , , A,, etc. étant des quantités indépendantes de la variable .r. 
— C'est celte expression qui est le schéma algorithmique que 
donne In coTtcT.i-riorr cfwfnVT.e do l'algorithme technique systé- 
matique dont il s’agît. ; — Quant à la 1.01 fondamentale et aux cir- 
constances immédiates, formant la seconde etla troisième partie de 
la métaphysique de cet algorithme technique général , elles rentrent 
visiblement dans l’objet de la seconde partie de cet Ouvrage. Nous 
nous contenterons ici de remarquer que cette loi fondamentale doit 
- consister dans l’expression algorithmique générale des coelliciens A, 
A,, A, y etc., qui sont évidemment des quantités composées de. dé- 
terminations particulières de la fonction proposée Fx et des fonc- 
tions auxiliaires fl., fl,, fl,, etc. ; et de plus, que ces détermina- 
tions PARTICULIÈRES DOIVENT •ÊTRE ARBITRAIRES, OU CORRESPON- 
DRE A UNE VALEUR ARBITRAIRE DE LA VARIABLE X y POUR QUE LA LOI. 
EN QUESTION AIT UNE GÉNÉRALITÉ ABSOLUE (*). 

(*) C'est cette loi absolue , formant l'objet principal de la seconde partie de cèt 
Ouvrage , qui a été présentée à l'Institut de France , comme servant de fonder 
ment à rétablissement de la Technie de t' Algorithme. 
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Quant à la forme de celte loi technique absolue, forme qui est 
donnée parle schéma précédent(xxxn), on voit actuellement qu'elle 
gqit effectivement, et dans sa plus grande simplicité, l'algorithme 
théorique primitif et primordial de la sommation; et par conséquent, 
qu'elle est la fou mi primitive de toute l’Algorilhmie. Ainsi, c'est dans 
cette loi que doit se trouver le principe de toutes les lois fondamen- 
tales , et par conséquent de toutes les lois en général , théoriques 
et techniques, de la science des nombres; aussi, déduirons-nous 
effectivement, de cette loi algorithmique suprême, non-seulement 
tontes les lois fondamentales de la Technie de l’Algorithmic , qui eu 
dérivent visiblement , mais meme toutes les lois fondamentales de la 
Théorie de l’Algorithmie , que nous avons déduites isolément dans 
cette Introduction à la Philosophie des Mathématiques. — Vu celte 
primauté absolue de la loi dont il s'agit, nous la nommerons loi algo- 
ritiimique arsoi.i'e, eu la considérant en général par rapporta toute 
l’Algorithmic, ou bien aussi loi technique absolue, en la considé- 
rant en particulier par rapport à la Technie de l'Algoritlimie. — 
Nous devons encore faire remarquer que celte loi présente immé- 
diatement les procédés qu'on appelle développemens algorithmi- 
ques, et par conséquent que nous attribuerons spécialement le nom 
de nêvF.tori'FMvvs aux procédés dépendons immédiatement de 
l’algorithme technique systématique qui est la loi eu question : nous 
attribuerons le nom particulier et simple de valeurs anx procédés 
que donnent les algorithmes techniques élémentaires , parce que 
ce sont ces procédés dont la véritable signification est l’évaluation 
des quantités. 

Ce que nous venons de dire concernant la Technie dont il est 
question, appartient proprement au point de vue transcendantal de 
celte partie de l'Algorithme , à l'exception des trois principes logi- 
ques que nous avons reconnus pour la transition de la Théorie à 
la Technie de l’Algorilhmie. Or, il faut encore observer ici, et 
cela en suivant les argumens que nous avons allégués dans la 
Théorie de l’AIgorithmie , qu'on peut également envisager la 
Technie sous un point de vue purement logique. — 11 n’en résulte 
nullement des algorithmes nouveaux , parce que la génération 
des quantités qui est l'objet des algorithmes en général, appartieut 
• essentiellement au point de vue transcendantal : il u’eu résulte qu'une 
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relation dc6 algorithmes techniques; et cela, non entre ces algorithmes 
i I •> eux-mêmes, relation qui n’aurait aucune signification, mais bien 

entre ces algorithmes, considérés comme moyens, et les fins 
algorithmiques pour lesquelles les algorithmes techniques peuvent 
être employés. — Il nous reste donc à déterminer ces fins algo- 
rithmiques générales , qui constituent précisément le but impliqué 
• dans l'objet de la Technie de l’Algorithmie. 

Mais, avant de procéder à cette détermination, nous devons en- 
core remarquer que , sous le point de vue transcendantal de 1a Tech- 
nie en question, domine la faculté de l'entendement, et que, sous 
le point de vue logique de cette Technie , domine la faculté de la 
volonté. En effet, la génération secondaire des quantités, qui est 
l’objet des algorithmes techniques, est nécessairement, comme fonc- 
tion du savoir, une production de l'entendement considéré en 
général : l’influence de la volonté ou de la finalité qui en résulte , 
se réduit , dans cette génération secondaire , aux trois principes 
logiques de la transition de la Théorie à la Technie de l'Algorillimie; 
principes que nous avons déduits plus haut , et qui , précisément 
parce qu’ils dépendent de l'influence expresse de la volonté, appar- 
tiennent déjà au point de vue logique de la Technie algorithmique. 
Au contraire, la relation avat: la * 

algorithmiques, pour lesquelle» Us peuvent être employés, dépend 
e évidemment de l'influence de la volonté dans l’objet général de 

la Technie de l’Algorilhmie , et nommément de la finalité qui se 
trouve impliquée dans cette Technie. 

Venons maintenant et en dernier lieu , à la détermination des 
fins algorithmiques dont il est question. — Or, le principe de cette 
détermination consiste visiblement dans le principe même de la 
Technie algorithmique , et par conséquent dans l'objet de la déduc- 
; _ tion que nous en avons donnée, pour établir celte partie de l’AIgo- 

ritlimie; ainsi, pouvant nous dispenser de rappeler ici tous les 
argumens, nous nous contenterons de présenter, comme résultat 
de la détermination dont U s’agit , le tableau architectonique 
suivant. 

Tableau 
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Tableau architechlonique des fins algorithmiques , faisant l'objet de 
la Technie de f Algoiithmie. 

A) Fins mathématiques. 

a ) Fins données par la partie élémentaire de la Théorie de l’Al- 
goritbmie ; 

a) Sous le point de vue transcendantal, 

i*. Génération technique des fonctions théoriques simples, 
a*. Génération technique des fonctions théoriques com- 
posées. 

fi) Sous le point de vue logique. =. Conditions de l’emploi 
des méthodes d'interpolation. 

b) Fins données par la partie systématique de la Théorie del’Al- 
gorithmie ; 

a) Sous le point de vtie transcendantal , 

1 *. Génération technique des fonctions de différences et de 
différentielles , directes et iuverses. 
a*. Génération technique des fonctions de grades et de gra- 
dules , directes et iuverses. 

3*. . Génération technique des propriétés des nombres. 

4‘. Génération technique des termes des équivalences. 
fi) Sou» le point de vue logique , 

• I*. Résolution technique des équations d’équivalence. 

a*. Résolution technique des équations de différences et de 
différentielles. 

3*. Résolution technique des équations de grades et de 
gradules. 

4*. Résolution technique des équations de congruence. 

B) Fins métaphysiques. 

a) Concernant la Technie de l’Algorithmie en particulier : 

. i*. Transformation des séries dans les trois autres algo- 

rithmes techniques primitifs, 
a*. Transformation des fractions continues , idem. 

3*. Transformation des facultés strictement dites, idem. 

4*- Transformation des produites continues, idem. 

b) Concernant l’Algorithmie en général. = Déduction de toute* 

les lois algorithmiques fondamentales, de la loi technique 
ou algorithmique absolue. 
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Telles sont les fins ai-goritumiquis appartenant à la Tcchnie 
dont il s'agit; et tel est précisément l'objet de la seconde partie decet 
Ouvrage. — Nous y donnerons, non des méthodes isolées pour arri- 
ver à ces fins algorithmiques, mais bien les principes mêmes et les 

SYSTÈMES DE TOUTES LES MÉTUODES POSSIBLES QUI CONDUISENT AUX 

fins en question : et c’est là proprement le véritable objet de la 
Technic considérée comme faisant partie de la science des nombres. 

CONCLUSION. 

Nous voilà au terme de la Philosophie de l'Algorithmic. — La loi 
absolue (xxxu) qui s’est trouvée former la dernière limite de cette 
Philosophie, est, en même tems, la loi absolue de toute la science 
des nombres ; et ce qui est plus, cette loi, quant à sa forme, se 
trouve identique avec le principe premier et le plus simple, l’al- 
gorithme primitif et primordial de la sommation , duquel nous 
sommes partis dans la déduction de cette Philosophie. Cette circons- 
tance présente un critérium infaillible de ce que le système de nos 
connaissances algorithmiques , est ici complètement achevé. 

Mais, pour nous former une idée exacte de l’état de ces con- 
naissances , arrêtons notre 3>l ” rtinfT «»«« lalt «Mimneii « 

I*. Quel élair Tétât des Mathématiques , et sur tout de T Algo- 
rithme , avant cette Philosophie des Mathématiques ? 

a*. Quel sera l’état de T Algorithme, après cette Philosophie des 
Mathématiques ? 

Pour répondre à ces questions, il suffit de résumer ce que nous 
avons dit dans cette Introduction à la Philosophie des Mathéma- 
tiques, et d'en faire l’application aux connaissances positives. — Voici 
ces réponses. 

D’abord, pour ce qui concerne l’état de l’Algorilhmie antérieur à 
cette Philosophie, nous avons prouvé qne les principes premiers ou 
métaphysiques n’avaient encore qu'une certitude problématique, et 
que parmi les différentes lois fondamentales de l’Algoritlunie, une 
seule, le binôme de Newton, était connue. : 

Les différens principes de l’Algorithmie n’étaient obtenus que par 
induction, à parliculari ad universale, et n'avaient, par conséquent, 
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qu'une généralité relative on présomptive. Leur origine intellectuelle, 
la source de laquelle on aurait pu dériver leur généralité absolue , 
était inconnue. Ainsi , les limites ou les conditions de l'application 
de ces principes, ne pouvaient être fixées ; et par conséquent, l’em- 
ploi indéfini de ces principes devait conduire a des erreurs : nous 
en avons donné un exemple frappant, par les contradictions dans 
lesquelles s’est trouvé entraîné Krarop ; contradictions qui l’ont 
forcé à déclarer que, dans la question des principes mathématiques, 

LES RI.17S GRANDS GÉOMÈTRES SONT OBLIGÉS d’aVOUER INGÉNUMENT 
LEUR IGNORANCE. 

Quant aux différentes lois fondamentales de l’Algorithmie , voici 
ce qu’il en était. 

La loi fondamentale de la théorie de la sommation , mar- 
quée (1) dans cette Introduction, comme identique avec la con- 
ception même de cette théorie, était nécessairement connue; mais 
cette loi , purement populaire et nullement scientifique , n’étant ponr 
ainsi dire que le premier élément de l’Algorilhinic , ne formait , 
pour la science des nombres, qu’une condition négative ( conditio 
sine qua non) des progrès, ou plutèt de l’établissement de cette 
science. 

La loi fondamentale de la théorie de la «momimoR , mar- 
quée (4), n était connue que sous sa forme populaire , ou dans sa 
généralité relative obtenue par induction : la généralité absolue de 
cette loi, par exemple, la signification du nombre A pour deux 
nombres entiers quelconques B et C , n’était point connue. 

La loi fondamentale de la théorie de la graduation , marquée 
(8), qui est la première loi fondamentale entièrement scientifique, 
forme le binôme de Newton; et c'est là la seule loi fondamentale 
scientifique qui ait été connue. — Mais , le principe premier de 
la graduation , la vraie signification des nombres dits irrationnels , 
et le principe de ta pluralité des racines , notaient pas connus , 
du moins avec une conscience logique suffisante ; bien plus , la 
nature des quantités idéales , dites imaginaires , était entièrement 
méconnue. 

La théorie générale de la numération , dont le schéma est 
marqué (aa), et qui embrasse les séries (vin) et les fractions 
continues (ix), n'était point connue dans ses principes. En effet, 



a 58 INTRODUCTION 

la forme generale (aa) de l'algorithme de la numération , n 'était 
pas encore déduite ; et la loi fondamentale de celte théorie , qui 
en embrasse toute l’étendue , n’est pas non plus connue encore : 
nous la donnerons dans la seconde partie de cet Ouvrage. — Quant 
à l'algorithme des numérales (a 4 ) > formant un cas particulier de 
la théorie de la numération , on ne le distinguait pas encore. 

La théorie générale des facultés n’était connue que par induc- 
tion. Le principe premier de cette théorie, marqué (3t), et sa 
loi fondamentale que nous donnerons également dans la seconde 
partie de cet Ouvrage, n’étaient point connus. — Quant à l'algo- 
rithme des factorielles (a5) , il n’est qu'un cas particulier de la 
théorie des facultés. 

La loi fondamentale de la théorie des i-Ogabithmm, marquée (4°) 
et ( 4 t), ou dans sa plus grande généralité (43) , n’était encore 
déduite que de la théorie des sinus. De plus, la loi fondamentale 
et la plus simple de cette théorie , marquée (35) , n’était point 
reconnue encore pour le principe même de la théorie des loga- 
rithmes : on ne la considérait que comme une expression instru- 
mentale , propre à donner les développemens de ces fonctions. 
— Quant au principe architectonique de cette théorie , la trausilion 
de l a num ération aux fae.uUéS jÀMt^M a n « v a rt - f e Jt i d rfg. 

La loi fondamentale de 1 a théorie des sinus, marquée (4?), et 
les expressions ( 48 ) qui en proviennent, n'étaient point connues. 
Bien plus, cette théorie, en la considérant même dans le premier 
ordre de son état transcendant, n’était encore donnée que par la 
Géométrie. — Pour ce qui concerne les ordres supérieurs de la 
théorie des sinus, auxquels correspondent les expressions (54), (55) 
et ( 59 ), ils étaient entièrement inconnus. 

La loi fondamentale dé la théorie générale des différences , 
marquée (c) et (c)', n’était pas connue. — Nous savons bien que 
Condorcet était parvenu , par induction , à l'expression marquée (h) , 
qui est le cas le plus particulier de cette loi; mais nous ne savons 
pas qu’on ait déduit l’expression générale (c), et sur-tout qu’on 
l'ait reconnue pour la loi fondamentale de toute la théorie des 
différences et des différentielles, directes et inverses. Nous savons 
au contraire que , pour ce qui concerne en particulier le calcul 
différentiel , on a fini par en méconnaître entièrement la nature , 
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en lui donnant, pour principe, le prétendu théorème de Taylor, 
ou d’autres expressions techniques pareilles. 

La théorie des grades et des cradules n’était point connue ; 
on n’en soupçonnait même pas l’existence. 

La loi fondamentale de la théorie des nombres, marquée (D ) , 
qui est le principe de la possibilité des congruences, était in- 
connue. — Il en était de même du principe architectonique de 
cette théorie. 

Les principes téléologiques de la théorie générale des équiva- 
lences , n’étaient point connus ; et quant aux lois fondamentales 
de cette théorie, la loi principale, marquée ( pp ), n’était pas connue 
non plus : on ne connaissait que la loi marquée (A/i) , qui est visi- 
blement d'une moindre importance philosophique. 

La résolution théorique des équations d’équivalence était de- 
venue tout-à-fait problématique. On ne connaissait que la réso- 
lution des équations des quatre premiers degrés , et on n’avait nulle 
idée de la nature et de la forme des racines des équations des degrés 
supérieurs. — C’est cette nature et cette forme que donne la loi 
générale de la résolution des équations d’équivalence , exposée 
dans l'article concernant ces équations, et dérivée de la loi fonda- 
mentale de la théorie . des équivalences. 

La résolution théorique des équations as différences et de 
différentielles , était encore plufc imparfaite. Les procédés qu’oti 
a pour la résolution de quelques cas particuliers de ces équations, 
sont indirects et artificiels : ils ne sont pas même encore ramenés 
à la loi générale de la résolution de ces équations ; à la loi qui est 
exposée dans l’article concernant les équations des différences , et 
dérivée de la loi fondamentale (c) de la théorie générale de ces 
fonctions. 

La résolution théorique des équations de crades et de cra- 
dules, n’était pas encore en question. 

Enfin, la résolution théorique des équations de congruence, 
sc trouvait dans le même étal d’imperfection que la résolution des 
équations de différences et de différentielles. 

Pour ce qui concerne la Tr.cnNir. de l’Alcorithmie , on n'en 
avait encore nulle idée ; et en effet, la dénomination inexacte 
de méthodes d’approximation qu’on avait donnée à quelques pro- 
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cédés techniques isolés , auxquels on s’était trouvé forcé de recourir; 
prouve, avec évidence, toute l'absence de l'idée de cette partie 
intégrante de l’Algorithmie. Ou ne se doutait nullement que les 
différons procédés techniques qu’on nommait méthodes d’approxi* 
motion, formassent des systèmes particuliers et dépendans d'un 
principe unique. Même dans ces méthodes isolées, on ne connais- 1 
sait encore que les cas les plus particuliers ; par exemple, dans le* 
méthodes dites d'approximation que fournissaient les séries , on 
connaissait seulement quelques méthodes dépendantes du prétendu 
théorème de Taylor : la loi de la forme plus générale (x) des 
séries , et encore moins la loi de la forme la plus générale (vm) de 
Ces fonctions techniques , et par conséquent les méthodes fondées 
sur ces lois , n'étaient nullement connues. — Quant h la loi tech- 
Nique ou algorithmique absolue (xxxii), et aux méthodes qui en 
dépendent, On ne s’en doutait même pas. 

Voilà quel était l’état de l’Algorithmie avant cette Philosophie des 
Mathématiques. — Pour ce qui concerne la Métaphysique même 
de l’Algorithmie , il est superflu d’en parler, parce que, suivant 
nous, on n’en avait pas encore entrevu l'idée (*). 

Voyons maintenant quelle est la réponse que donne le rc’snmé 
de la Philosophie des MhlWïrtlï fflfSW,' ^trésSWPc'Hâhh cet Ouvrage, 
à la seconde des deux questions auxquelles nous nous arrêtons 
ici, savoir : Quel sera l’état de rAlgorithmie après cette Philoso- 
phie des Mathématiques ? 

Pour ce qui concerne , en premier lieu , les principes métaphy- 
siques de l’Algorithmie, leur déduction est donnée : le fondement 
absolu sur lequel ils sont établis , est connu , même par ce que 


(*) Leu ouvrage» qui prétendaient au titre de Métaphysique de» Mathématique», 
tel» que la Langue des Calculs de Condillac, la Métaphysique de la science des 
quantités de Liminer, et autre» production» pareille», sont, de l'areu de tous leé 
géomètre» , d'une nullité mathématique absolue ; et quant i leur mérite philoso- 
phique , c'est tout simplement de la métaphysique dogmatique , on , comme on dit 
en F rance, de la métaphysique systématique : 1m un» , tel» que l'ouvrage de Condillac , 
dérivent du système de sensualisme de Locke -, le» autres , tel» que l'ouvrage de 
Limmer , dérivent du système d'intellectualisme de Leibnitz : et «ou» ce point 
de vue, nous pouvons assurer aujourd'hui que les auteurs de ce» production», 
n'ont même pas eu l'idée de 1a Métaphysique des Mathématiques. 
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nous en a Tons dit dans cette simple Introduction. — Ainsi , les 
limites et les conditions de l'application de ces principes , sont ou 
peuvent être rigoureusement fixées ; et nous ne devons plus craiudre 
de pouvoir être entraînés dans des erreurs, par un usage logique 
ou conséquent de ces principes. — • En un mot , l’Algorithmie aura 
désormais des principes infaillibles. 

Pour ce qui concerne, en second lieu, les lois fondamentales 
de l’Algorithmie en général , ces lois sont actuellement connues 
et déduites pour toutes les branches de l’Algoritlimie. — Leur 
application est manifeste ; et leur primauté respective est fixée 
avec évidence et irrévocablement. 

Pour ce qui concerne , en troisième lien , les procédés particn* 
tiers de la Théorie de l’Algorithmie , il est visible que ces différons 
procédés, trouvés ou à découvrir, doivent être ramenés aux luis 
théoriques fondamentales, établies par la Philosophie dont il est 
question; par exemple, les procédés de l’intégration des fonction* 
et des équations différentielles , doivent être ramenés aux lois fon- 
damentales respectives que nous avons déduites dans les articles 
concernant la théorie générale des différences et les équations de 
ces fonctions. — C’est ici le lieu d’observer que tout ce qu’il y a de 
général dans la Théorie de l'Algorilhmie, *e trouve déterminé par le* 
lois fondamentales de celle Théorie , ÿfmsà par la Philosophie 
dont il s’agit. Ainsi , par exemple , tout ce qu’il y a de général 
dans la résolution théorique des équations des différons genres 
se trouve déterminé par les lois respectives que nous avons reconnues 
pour ce procédé théorique : les cas particuliers de la résolution des 
équations, étant entièrement indépendans , et ne pouvant, dans l’état 
de cette particularité , être soumis à des lois générales , ne sau- 
raient recevoir qu’un développement successif et indépendant de 
toute considération générale. Il se présente même ici une observation 
majeure : c’est qne la résolution théorique des cas particuliers des 
équations des différons genres, détend entièrement du hasard; 
et cela précisément parce que ces cas particuliers sout indépen- 
dans entre eux, et de tout procédé général, comme nous l'avons 
déjà remarqué en donnant la déduction de la Technie de l’Algo- 
rithmie. Nous le répétons, tout ce qu’il y a de générai dans la 
résolution théorique des équations, ainsi que dans toute la Théorie 
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de l’Algoritbmie , se trouve donne' par les lois fondamentales que 
nous avons assignées aux différentes krauclics de cette Théorie : 
on ne saurait aller au-delà ; et jamais on n’aura des lois ou des 
procédés théoriques g£néraux différons de ceux que nous avons 
déterminés. — La certitude absolue de cette assertion est fondée 
sur les principes inconditionnels desquels dérivent les lois théoriques 
dont il s'agit. 

Pour ce qui concerne , en quatrième et dernier lieu , les pro- 
cédés particuliers de la Technie de l'Algorithmie , il est également 
visible que ces différens procédés doivent être ramenés aux lois 
fondamentales des différentes branches de cette Technie, et défi- 
nitivement à la loi technique ou algorithmique absolue (xxxu). — 11 
faut observer ici que le sort de la Technie , ou de cette partie in- 
tégrante de l'Algorithmie , qui a pour objet la mesure ou l'éva- 
luation des quautités données d'une manière quelconque , est bien 
différent de celui de la Théorie de l’Algorithmie : dans la Technie, 
les lois les plus générales s’appliquent immédiatement, sans aucune 
détermination ultérieure, aux cas les plus particuliers; dans la 
Théorie, les lois fondamentales et générales ne sauraient être ap- 
pliquées aux cas particuliers , considérés comme tels , sans rece- 
.vnir-dafl. déterminations nltwi »«r — qui 1er rendent applicables à 
ccs cas particuliers et indépendans. Il s’ensuit que la Technie de 
l’Algorithmie est entièrement en notre pouvoir , dès que les lois 
fondamentales , et sur-tout la loi absolue (xxxil) de cette partie de 
l'Algorithmie , sont connues; tandis que la Théorie de l’Algorithmie 
reste , pour jamais , hors du pouvoir de l’homme , en la prenant 
dans son étendue entière. — C’est même là la condition de la né- 
cessité de la Technie en question , considérée comme partie inté- 
grante de l’Algorithmie en général. 

11 résulte de cet aperçu de l’état futur de la science des nom- 
bres , et de ce que nous avons déjà dit plus haut , que la Théorie 
de l’Algorithmie forme un champ indéfini de spéculations algorith- 
miques. — Ces spéculations sont nécessaires ; elles constituent un 
objet de la raison : aussi, l’homme ne se désistera-t-il jamais d'en 
poursuivre les déveioppemens. Mais, ces spéculations algorithmiques 
étant indéfinies , et dépendant , dans leurs déveioppemens succcs- 
cessifs , du simple hasard , il se présente uu problème d'une im- 
portance 
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portance majeure, celui de déterminer les tois générales de 
toutes ces spéculations algorithmiques ; lois qui seules peuvent ici 
satisfaire la raison. — C’est ce problème que nous avons résolu 
dans cette Introduction à la Philosophie des Mathématiques , en 
posant les lois fondamentales de toutes les branches de la Théorie 
de l’Algorithmie. 

Il résulte encore de l’aperçu philosophique précédent, et de ce 
que nous avons déjà dit plus haut , que la Technic de l’Algorithmie 
peut donner, d'une manière générale , des méthodes pour toutes 
les questions algorithmiques qui se présentent à l'homme. — Or, 
c'est en nous fondant sur la certitude de cette possibilité, que nous 
avons avancé dans le Mémoire sur la Technic algorithmique, pré- 
senté à l’Institut de France, et que nous répétous ici expressé- 
ment, que tous Les problèmes des Mathématiques, en les 

CONSIDÉRAIT FAR RAPPORT A LA DÉTERMINATION DR LA VALEUR DES 

quantités. Peuvent être résolus aujourd'hui. On verra, dans la 
seconde partie de c'et Ouvrage , si cette assertion est fondée. Pour 
le moment, en observant que ce sont précisément les développenaens 
des (onctions qui constituent les méthodes algorithmiques en géuéral, 
on peut présumer la légitimité de cette assertion par 1a déclaration 
expresse de la Commission de l’Institut de France, que voici i 

« Mats , ce tjtti u frappé vos Commissaires dans le Mémoire 
u de fauteur , c'est qu’il lire , dè sa formule ' , TOUTES celles 
» que l'on connaît pour les déoeloppetncns des fonctions , 
» et qu’elles n’en sont que des cas très-particuliers. » 

En terminant cette Conclusion , nous devons déclarer que ce 
n’est point pour nous, mais pour la Philosophie on général, que 
nous revendiquons ce que les Mathématiques peuvent recevoir de 
nos travaux. Le temps est venu enfin où la Philosophie, assise sur 
une base inébranlable, peut remplir, avec infaillibilité, l’une de 
ses plus nobles fonctions , la législation des sciences. 

La découverte de la Philosophie transcendantale, sur laquelle 
repose cette Philosophie des Mathématiques, est une époque in- 
comparable dans les progrès de l’esprit humain i elle a dévoilé 
cette pénible vérité, que font ce qn if y a de fiiit pour le sevoir 
de Fhomme, n’est encore qu’un travail provisoire. Il faut suspendre 
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les recherches : il faut prendre des routes tout-à-fait nouvelles pour 
arriver, dans certaines sciences, à des résultats permanens, et dans 
d'autres, à des principes immuables. Un tribunal législateur, établi 
par celte Philosophie absolue , par la raison , range , au nombre 
des dernières, la science profonde du géomètre : suivant l’arrêt de 
cet infaillible tribunal , les Mathématiques ressemblent h un bel 
édifice qui serait presque achevé , et qui n'aurait pas encore de 
fondrmens. — Ce sont ces foudemens que nous nous sommes 
efforcés de glisser sous l'édifice des Mathématiques. 

U faut savoir que la Philosophie transcendantale, considérée en 
elle-même , A été donnée toute achevée par l’auteur même de 
celte Philosophie , et cela, parce qu’elle forme un système parfait, 
où toutes les parties sont liées nécessairement. (*). Mais, l’appli- 
cation de cette Philosophie aux différentes branches du savoir 
humain , aux sciences , application qui forme la Métaphysique, n’a 
pu être achevée par le même homme ; toutefois cet illustre mortel 
a donné les principes métaphysiques de la Physique , du Droit , 
de la Morale, de la Religion et de la Pédagogique. — C’est du 
temps et de la culture de cette Philosophie , qu’il fallait attendre 
la Métaphysique complète de toutes les sciences. 

Voici, d’abord, la Métaphysique des Mathématiques (**). — Nous 
donnerons ensuite et successivement !a Métaphysique des autres 
sciences exactes. 

À celle occasion , nous devons prévenir le public, ou du moins 
celte partie du public qui ne peut pénétrer jusque dans le sanc- 
tuaire de la Philosophie transcendantale , que la Philosophie est 
enfin parvenue à déduire, avec certitude, les vérités les plus im- 
portantes pour l’homme : en effet, les principes des sciences, les 
règles du beau , les liens de la société , les devoirs des hommes , 


(*) Il est à regretter que M. de Villers ait renoncé à faire connaître i la 
France la Philosophie transcendantale: son style éloquent, ses lumières, la 
pureté de ses intentions, tout l'appelait à cette noble fonction. 

(**) Immédiatement après cet Ouvrage , nous présenterons un aperçu de la 
Philosophie de la Mécanique céleste , précédé d’une Introduction à la Philosophie 
des Mathématiques appliquées, et spécialement à la Philosophie de la Méca- 
nique en général. — Après avoir ainsi consulté l'opinion publique , nous pro- 
céderons à la publication du Traité complet de la Philos pitié des Mathématiques. 
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leur avenir moral, leur dignité, tout est déterminé, et avec la 
même certitude avec laquelle nous avons déduit , dans cet Ouvrage, 
les principes simples des Mathématiques. Mais , ce qui mérite sur- 
tout d’ètre remarqué, c’est que les résultats de ces recherches phi- 
losophiques, les plus profondes que l'homme ait laites jusqu’à 
ce jour , se trouvent conformes aux opinions sacrées , établies na- 
turellement dès la plus haute antiquité : ordre juridique avec sou- 
mission à la Souveraineté, ordre éthique formant l'Église, ordre 
moral d'un Dieu rémunérateur , voilà les résultats , tout à la fois 
sublimes et naturels, de la Philosophie transcendantale. 
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ADDITION 


A r Article concernant la résolution des Équations de congruence. 

T i x résolution générale des équations de congruence que nous 
avons exposée à l’article concernant ces équations , peut être sim- 
plifiée, et peut ainsi devenir plus facile dans sou application aux 
cas particuliers , en donnant immédiatement , aux élémens de con- 
gruence #»,, », , n, , etc. , les déterminations que, suivant la réso- 
lution générale en question , ces élémens reçoivent médiatement 
par la détermination des coefliciens P et Q des équations (dk) ; 
et cela , en employant simplement les équations (<//), (dp) et (dq). 
— Pour faire connaître cette simplification , nous la présenterons 
ici , comme exemple , dans la résolution des équations de con- 
gruence du premier degré : ou pourra facilement généraliser celte 
exposition. 

Soit l'équation de congruence du premier degré.... (/») 

JS'i •+. £7 ss JV*Ç H- O*, ou jVÇ 4- 0-=«, Tfnod. = M ) , 


en faisant N * — N' = N, O* — (7=0. Or, suivant les expressions 
( dj ) et (dp), on aura les relations d’égalité (J/3) 

N'Z 4- <7 = K [JV. — »,]" , A”Ç4-0' = K[A r .— », J* , 

NZ+OwaM.*{lt m lr-' i 

lesquelles, d’après la loi fondamentale des nombres ( D ), constituent 
les principes de la possibilité même de l’cquaticm de congruence 
qui est proposée, et par conséquent les principes de la résolution 
de celte équaliou. — Ce sont précisément ces relations qui em- 
brassent tout ce qu'il y a de général dans la résolution des équa- 
tions de congruence , c’est-à-dire , qui forment la loi générale 
ellc-mcme de cette résolution ; loi qu’il appartenait à la Philosophie 
de donner, et qui, dans l'Algorithmie, doit recevoir la détermi- 
nation ultérieure et nécessaire pour être appliquée aux cas parti- 
culiers. C’est en effet sous celte forme générale que doit avoir lieu 
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toute résolution des équations de congruence : il reste seulement 
à déterminer, pour un cas particulier donné, par exemple, pour 
celui dont il s’agit, les élémens de congruence n, , n,, , etc. 

et l'exposant m des fonctions alephs. Cette dernière détermination , 
qui est entièrement contingente et qui ne dépend plus d'aucune 
loi générale, appartient à l'Algoritlimie. — On peut ici se former 
une idée de la part respective de la Philosophie de l'Algoritlimie 
et de l'Algoritlimie elle-même : la première fixe les lois générales 
des procédés algorithmiques, ou les principes de ces procédés; 
la seconde donnes ces lois générales des déterminations ultérieures, 
pour les rendre applicables aux cas particuliers et indépendans : la 
loi générale (JjS), donnée par la Philosophie de l’Algorithmie, est 
tout ce qu'il y a de général dans la résolution des équations de 
congrnence; la détermiuation ultérieure de cette loi, et nommément 
la détermination des élémens de congruçoce n,, n,, n,, etc. et de 
l’exposant m, appartenant à l’Algoritlimie elle-niêinc, est essen- 
tiellement indépendante dans chaque cas particulier de ces équa- 
tions , c’est-à-dire, que les procédés de catte détermination ulté- 
rieure sont absolument hétérogènes dans les diflerens cas particu- 
liers , et qu’ils ne dépendent plu* d'aucune loi générale. — Voici 
celte détermination purement algorithmique de la loi (/jS), dans le 

ras particulier dont il s’agit. 

Soit m = a , = n, -f- n. -f- "La dernière de» trois relations 

(J' fi) donnera. . < . . . (/>) 

y _ ' M. (n, + n. -f n 3 ) — O 

ç— w 

Or, d’après l’équation (<£/), au moins un des clémens de congruence 
u,, n, et n,, doit être un nombre entier arbitraire j; ainsi, eu faisant 
n, — j — Ni , i étant un autre nombre entier arbitraire, f expres- 
sion précédente donnera. .... (<f<) 

g-s=dfi + if( " , y 

ou l’on voil que, pour remplir les deux conditions requises dans 
la résolution , en question, savoir que Ç cl K [■A.]—' soient des 
nombres entiers, il suffit de trouver, pour n,-\-n,, un nombre 
entier tel que ° devienne un nombre entier. 
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■ Voilà donc en quoi consiste proprement la résolution de l’équa- 
tion de congruence proposée : elle dépend d’un élément de con- 
gruence constituant un nombre arbitraire de la forme Ni, et 
de la somme des deux élémctis de congruence n, et n , , telle que 

MCni + n,) — o so j ( un n0H1 j, re en t; er- 

JV 

Quant à la somme n, -(- n, qu'il nous reste à trouver , il suffit 
de la déterminer une seule fois, et d’une manière quelconque. Mais, 
pour procéder méthodiquement dans cette détermination , suppo- 
sons n, + nj=( — t y .OP , P étant un nombre entier, et nous 
aurons 


?=M, + o. b^ ; 


où il ne reste qu’à trouver pour P un nombre entier quelconque, 

tel que - — ' 1 - devienne uu nombre entier. Soit (— i)*.Q 

ce nombre entier résultant : nous aurons 


* MP-NQ 

expression qui montre d’abord que les nombres M et N doivent 
être premiers entre eux, pour que Ja.r&ohuion-proposée soit pos- 
sible. 13e plus j en comparant cette expression avec la relation 
générale (4f) que nous avons vue dans l’article concernant les 
équations de congruence , ou verra qu’elle en est un cas parti- 
culier , celui où <w = i et K =■ i , savoir , 






en faisant d’ailleurs i. 11 ne reste donc qu’à déterminer la 
suite des bases a,, a,, a,, etc. qui donnent des médiateurs tels 
que M— [a,], et N— Or, si l’on opère les divisions 

complètes 


M . N' 
N— a . + W> 

etc. , jusqu’à 


jv . rr n , y 

jfi — a ._,4- y » -ys- — -y- , 

N' m —‘) y . 

Ni—’) æ a ' -** jy(.-i) » 


en supposant que ot soit le nombre entier qui répond au reste 
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— 0) les quoticns consécutifs a , , a,, a ,, ■ . . a m seront les bases 

demandées. On aura ainsi (J'Ç) 

P = [<..]_ , et Q = J 

et par conséquent 

g = Mi + ( — i)-.OM_,. 

Cette résolution de l’équation de congruence proposée, qui est 
fondée sur le principe premier ou absolu de cette résolution , 
montre , avec évidence , quelle est la nature du nombre arbitraire i 
qui entre dans l’expression de g : on voit ici effectivement , ainsi 
que nous l'avons avancé en général, que ce nombre arbitraire est 
un des élémens arbitraires de congruence. Mais, pour approfondir 
encore mieux la nature de cette résolution, il faut remonter jusqu’aux 
principes de la congruence , contenus dans les deux membres de 
cette relation. Or, puisqu’en général la différence n, — n, forme 
le module , nous aurons ici n s — n. = M ; relation qui , jointe à la 
détermination «,+ «j = (— i) m OP s donnera 

„, = !((— -Af), 

Ainsi , les trois élémens de congruence n,, n . et n, , en nous rap- 
pelant que n, — Ni , seront détermines ; etTës deux membres de 
congruence , formant les deux premières des trois expressions (<f/3), 
seront déterminés également. On aura donc 

K[». 4- — N'i' 4- N in. + «J = N'Ç + 

K[". 4- n 3 j* = N‘i‘ + Nin t 4- nj = JV'g 4* O* ; 

et l’on pourra , en y substituant l’expression (/s) de £ , déter- 
miner les quantités partielles N’, JV', O et O* ; quantités qui dé- 
pendent évidemment du nombre arbitraire i. — Voilà quelle est , 
pour chaque valeur de i, la formation des deux membres de la 
congruence , contenant le principe de l’équation proposée. 

FIN. 




£ 0 1 C 


1 


ERRA TA. 

I 

Page y, ligna *8, qui est l'objet de cette Introduction; liiez, qui e*t un 
objet essentiel de cette Introduction , 

■ 5, i et a, notre véritable objet; lisez, notre objet essentiel 

16, J, per l'influence de la raison constitutive; lisez, par l'influence 

constitutive de la raison 

a8, l4, X -f- mir = ; lisez x H —sa: 

3 t 

s 8 , -j- arar t ; lisez, mr^— i. 

35, dernière , qui a jugé cet Ouvrage ; lisez, qui a jugé la Têchnie 

de l'Algorithmie , 

36, 7 , dans la Philosophie générale des Mathématiques; lisez , dans 

la suite de cette Introduction. 

4a , 4 1 «jouiez A pour l'exposant a — i . 

43, '4. + Sfst; lisez, -f* 3l >fv 

56, «4, métaphysique; lisez, architectonique 

6a, a, qui est l’objet principal; lisez, qui est, pour ainsi dire, 

l'objet principal , 

86, depuis la ligne >4, dans l’expression (gt . . .gs), formant des exposons, 
ajoutez la lettre r qui y manque , n’ ayant pas marqué à 
l'impression. . 

j7, ligne |5, qui font l'objet; lisez, qui, dane la partie systématique en 

_ . g— , tw* r.Lj-a — » — ' 

108, _ 4, un produit , semblable par ; lisez , en produit ermblabte , par 

s 4 9 , »g, H restera doue a(« — 3) coefficiens indéterminé»; lisez , Il 

restera donc (ai — 3) coefficient indéterminés. — Il faut , 
dans la suite de cet article , substituer partout (a> — 3) 
à la place de a(« — 3) , lorsqu'il s'agit des mêmes coeffi- 
riens indéterminés , 
s3i , 5, (I) I ; lisez, (I) 

a36 ; B7, ? x = Q)i Uset . P* = ) i 

a$4, >0 et il, (dans quelques exemplaires) domine ; lisez, prédomine 
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